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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein stationdrer Walzprozess eines elastisch-plastischen
Korpers mit Materialverfestigung als unilateraler Rollkontakt unter Beriicksichtigung
trockener Festkorperreibung formuliert.

Die mathematische Beschreibung des stationéren Rollkontakts fiihrt auf die Minimierung
eines nichtlinearen Variationsfunktionals. Im Rahmen der Active-Set-Strategie wird ein
zweidimensionaler Rollkontakt- Algorithmus entwickelt, in den ein Coulomb’sches Gleitrei-
bungsmodell integriert ist. Unter Anwendung einer Penalty-Regularisierung der geometri-
schen Rollkontaktbedingungen wird das Problem mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode
ndherungsweise gelost. Die unbekannten Verteilungen von Normal- und Tangentialspan-
nung in der Kontaktoberfliche werden aus der Transformation der Kontaktknotenkrifte
mit Hilfe einer diagonalisierten Kontaktflichenmatrix berechnet.

Anhand numerischer Simulationen wird das Verformungsverhalten des Walzguts sowie
Kontaktspannungsverteilungen mit dem neu entwickelten Rollkontaktalgorithmus unter-
sucht. Um den Einfluss der Reibung zu zeigen, sind auch die Haft- und Gleitzonen in der

Kontaktfliche und die oberflichennahen Spannungsverteilungen im Walzgut dargestellt.

Abstract

A steady state rolling process of an elastic-plastic work-hardening body is formulated as
a unilateral rolling contact problem taking dry friction into account.

The formulation of this steady state rolling contact problem leads to a minimization
of a variational nonlinear functional. Within the framework of the active set strategy a
two dimensional roll contact algorithm is developed, including a slip model of Coulomb
friction. The use of a penalty regularization of the kinematic contact constraint together
with the finite element method is applied to solve the problem. The unknown distributions
of the pressure and traction on the contact surface are evaluated from the contact forces
using a lumped transformation method.

Numerical simulations with the new developed roll contact algorithm are carried out to
study the deformation behavior of the workpiece as well as the contact stress distribu-
tions. To indicate the influence of friction, stick-slip zones in the contact region and the

subsurface stress distribution in the workpiece are depicted as well.
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4 1. pinlertung

1 Einleitung

Kontaktprozesse treten in Natur und Technik in so mannigfaltiger und komplexer Form
in Erscheinung, dass ihre physikalische Analyse meist nur iiber eine Klassifizierung der
verschiedenen Kontaktformen problembezogen erfolgen kann. Unter dem Kontaktproblem
zweier oder mehrerer Festkorper wird die Verlagerung und Deformation der Kérper durch
eine bestimmte Belastung verstanden, die dazu fiihrt, dass sich ein oder mehrere Kon-
taktbereiche mit entsprechenden Kontaktspannungsverteilungen einstellen. Groéfie, Form
und Verteilung der Kontaktflichen und Kontaktspannungen sind dabei im Allgemeinen
unbekannt und sind von der Belastungsgeschichte sowie den Wechselwirkungsprozessen
in den Kontaktflichen abhéingig. Die Komplexitit der Oberflichengeometrie der Kon-
taktkorper sowie die Beriicksichtigung tribologischer Prozesse in den Kontaktflichen fiihrt
dazu, dass sich analytische Losungen nur fiir wenige Kontaktvorgéinge entwickeln lassen
(Johnson [50], Kikuchi/Oden [59]). Jeder reibbehaftete Festkorperkontakt stellt aufgrund
der unbekannten instationdren Kontaktfliche ein geometrisch nichtlineares und aufgrund
der Reibungsphénomene ein physikalisch nichtlineares, irreversibles Problem dar, das sich

nur noch mit Hilfe eines numerischen Iterationsverfahrens ndherungsweise 16sen lésst.

1.1 Studien zum Rollkontakt

Einen umfassenden Uberblick iiber den allgemeinen Stand der Festkorper-Kontaktme-
chanik bis zum Beginn der achtziger Jahre zeigt Kalker [54]. Hauptentwicklungen zur
Theorie stationdrer Kontaktformulierungen sind in der Arbeit von Zhong und Macker-
le [121], die vor allem eine problemorientierte extensive Literaturiibersicht liefert, dar-
gestellt. Kalker [54] zeigt anhand einer Klassifizierung verschiedener Kontaktproblem-
gruppen, wie mit der klassischen Halbraum- oder Variationsformulierung analytische und
numerische Lésungswege entwickelt wurden. Einen Uberblick iiber die Entwicklung und
den aktuellen Stand numerischer Losungstechniken fiir Kontaktprobleme geben die Ar-

beiten von Aliabadi/Brebbia [1], Qin/He [93], Wriggers [117] sowie die Berichtsammlung
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in [104]. Experimentellen, analytischen und numerischen Studien speziell zum rollenden
Kontakt widmen sich Kalker [55, 56] und Johnson [50]. Kalker [55] erliutert die auf der
Halbraumtheorie basierenden Lésungsverfahren quasi-statischer Rollkontaktformulierung-
en vom Typ Rad-Schiene mit Coulomb’scher Reibung und vergleicht deren analytische
Leistungsfihigkeit. In Johnson [50] werden die analytischen Betrachtungen des Rollkon-
takts am Halbraummodell durch die Beriicksichtigung inelastischer Materialeigenschaften

(elastisch-idealplastisch, visko-elastisch) erweitert.

Das Problem des rollenden Kontakts ist hinsichtlich zweier elastischer Rotationskorper
im Wesentlichen gel6st, wenn sich der Normalkontakt mit Hilfe der Hertz’schen Kontakt-
mechanik hinreichend genau erfassen lisst [50]. Aufbauend auf der Losung von Hertz [43]
wird das Tangentialkontaktproblem fiir den Fall zweier Rollen mit identisch elastischen
Materialkennwerten von Carter [14] und fiir unterschiedliche Materialien von Bentall [9],
Kalker [53, 55] und in Johnson [50] behandelt. Die Abbildungen 1.1 und 1.2 zeigen die
Tangentialspannungsverteilungen im zweidimensionalen stationdren Rollkontakt, wie sie

unter Voraussetzung einer Hertz’schen Pressung von Carter berechnet wurden.

Abb. 1.1: Tangentialspannungsverteilung im reibbehafteten Rollkontakt bei Korpern mit glei-
chen elastischen Materialeigenschaften Ey = Ey nach Aufbringen einer Tangentiallast

Q1 < Q2, f =Q/(uN), Reibwert p (Carter [14], Kalker [53])

Verschwindet dabei das Integral der Tangentialspannungsverteilung in der Kontaktzone,
wird der Rollkontakt als freies Rollen bezeichnet, da eine Rollbewegung ohne Ubertragung
einer Tangentialkraft stattfindet.

Ein weiteres wesentliches Charakteristikum dieser stationéiren Rollkontaktstudien ist die
Entstehung unterschiedlicher Haft- und Mikrogleitzonen (symbolisch H, G) in der Kon-
taktfliche. In Abh#ngigkeit der vorhandenen Randbedingungen (Materialkombination,
Reibwert, Rollgeschwindigkeit) treten diese mehr oder weniger stark in Erscheinung. Un-

ter Anwendung des Coulomb’schen Reibungsgesetzes wird die maximal aufnehmbare Tan-
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Abb. 1.2: Tangentialspannungsverteilung im reibbehafteten Rollkontakt bei unterschiedlichen
elastischen Materialeigenschaften Ei1 > Es unter reiner Normalbelastung (Bentall
9], Kalker [53])

gentialspannung durch die Hertz’sche Pressung und den Reibwert p bestimmt. Die Pfeile
in den Abbildungen geben die Mikrogleitrichtung des oberen iiber den unteren Rollkérper

an.

Eine Erweiterung dieses Kenntnisstandes unter Verzicht der Annahme einer Hertz’schen
Pressung liefern die Arbeiten von Hearle/Johnson [39], Knothe/Wang [63], Liu/Paul [74]
und Oden/Lin [88]. Im Normalkontakt entsteht infolge viskoelastischer Materialeigen-
schaften und Reibung bereits eine asymmetrische Verteilung der Kontaktpressung, so dass
ein zusétzliches Antriebsmoment zur Aufrechterhaltung einer stationiren Rollbewegung
erforderlich ist. Die prinzipielle Form der Tangentialspannungsverteilung und die damit
in Verbindung stehende Verteilung von Haft- und Mikrogleitzonen ist mit den Kontakt-
studien an Rollkérpern mit unterschiedlich elastischen Materialeigenschaften bis auf ihre

Asymmetrie niherungsweise identisch (Abb. 1.2).

Aufgrund der grofien fertigungstechnischen Bedeutung befasst sich die Majoritéit der Roll-
kontaktanalysen wie z.B. Bhargava et al. [10], Chandra [15], Li/Kobyashi [73], Malinow-
ski/Lenard [79], Mori et al. [84] oder Ronda et al. [97] mit der Simulation von metallischen
Walzprozessen. Durch die parallelen Stellungen der Richtrollen im Walzprozess kommt es
hier zum Metalltreiben im Werkstiick. Form, Grofie und Verteilung der Kontaktspannun-
gen sind hier stark vom Material, den Reibbedingungen und den Walzen- und Walzgut-
geometrien abhingig. Abbildung 1.3 zeigt eine schematische Darstellung der Druckspan-
nungsverteilung am Streifenelement beim Walzen von Metallen. Neben dem Rollkontakt
in Walzprozessen werden in industriellen Fertigungen auch Richtprozesse iiber Rollkontakt

ausgefiihrt.
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b)

Abb. 1.3: Kontaktpressung beim Kaltwalzen von Stabstahl (a) und Bandstahl (b)
(MacGregor/Palme [78], Malinowski/Lenard [79])

Da in vielen Warmwalzprozessen durch den Abkiihlvorgang Geradheitsabweichungen in
Hohen- und Seitenrichtung am Werkstiick auftreten, werden die Geradheitsabweichungen
im Allgemeinen iiber einen Richtprozess korrigiert. Neben Richtpressen werden hierzu
auch Rollenrichtmaschinen benutzt. Abbildung 1.4 zeigt eine 7-Rollenrichtmaschine wie

sie beim Richten von Schienenprofilen verwendet wird.

Rollenrichtvorgang

Abb. 1.4: Richten eines Schienenprofils durch eine 7-Rollenrichtmaschine

1.2 Problemstellung und Motivation

Fehlende Kenntnisse iiber Form, Grofle und Verteilung der Kontaktflichen und der Kon-
taktspannungen im Richtprozess motivierten die Untersuchungen und Studien dieser Ar-
beit. Im Folgenden sollen deshalb zuerst Problemstellung und Erkenntnisstand erldutert

werden, bevor das Losungskonzept in dieser Arbeit dargestellt wird.
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Im Verlauf eines Rollenrichtvorgangs wird das Werkstiick iiber einzelne Richtrollen wech-
selseitig plastisch gebogen, bis am Ende ein gerades Walzprofil die Richtmaschine verlisst.
Die im Rollenrichtvorgang auftretenden plastischen Forménderungen beeinflussen nach-
haltig den aus dem Umform- und Wérmebehandlungsverfahren vorhandenen Eigenspan-
nungszustand im Walzprofil. Abbildung 1.5 zeigt den von Meier [80] experimentell ermit-
telten Eigenspannungsverlauf eines Schienenprofils nach dem Abkiihlvorgang und nach

dem einmaligen Durchlauf durch eine Rollenrichtmaschine.

22
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(a) Nach Abkiihlvorgang (b) Nach Rollenrichtvorgang

Abb. 1.5: Charakteristischer Eigenspannungsverlauf nach dem Abkihlvorgang (a-im Schienen-
stapel, b-allein liegend, c-spannungsarm gegliht) und nach dem Rollenrichtvorgang

(Meier [80])

Aufgrund der hohen Qualitdtsanforderungen an Eisenbahnschienen als Fahrzeugfithrungs-
und Triagerelement im Personen- und Giiterverkehr wird bei der Produktion von Schie-
nenprofilen dem Rollenrichtvorgang und der damit verbundenen Beeinflussung der Ma-
terialeigenschaften besonders grofle Bedeutung beigemessen. Nach dem Walzen erfahren
die Schienenprofile in Quer- und Léngsrichtung eine Verkriimmung, deren Ursache aus
dem unterschiedlichen Abkiihlvorgang der Oberfliche der Schiene im Kiihlbett resultiert.
Der erforderliche Richtprozess fiihrt hier zu besonders starken plastischen Umlagerun-
gen der anfinglichen Temperatureigenspannungen (Abbildung 1.5) und beeinflusst die
Rissfestigkeit und damit das Bruchverhalten einer Schiene (Asbeck/Heyder [3], Schade
98], Schweitzer et al. [101]). Von grundsitzlichem Interesse ist die Fragestellung, welche
Parameter Form und Grofle der Eigenspannungen im Richtprozess bestimmen und in-
wieweit eine Optimierung der gestellten Giiteanforderungen hinsichtlich Geradheit und

Bruchfestigkeit der Schiene durch den Richtvorgang moglich ist.
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Die ersten umfangreichen experimentellen Untersuchungen von Meier [80] zur Entstehung
von Eigenspannungen an Eisenbahnschienen ergaben, dass die jeweiligen Eigenspannun-
gen hauptséchlich durch das Herstellungsverfahren bestimmt werden. Dabei entstehen die
resultierenden Eigenspannungen aus drei Hauptanteilen, den Walzeigenspannungen, den
Temperatureigenspannungen aus dem Abkiihlvorgang und den durch den Rollenrichtvor-
gang verursachten Eigenspannungen. Uber einen direkten Vergleich der Eigenspannungs-
anteile untereinander konnte gezeigt werden, dass durch den Rollenrichtvorgang erheblich
groflere Eigenspannungen hervorgerufen werden als durch den Temperatureinfluss beim
Walz- und Abkiihlvorgang. Die Amplituden der Richteigenspannungen werden dabei ent-
scheidend durch den Anstellgrad sowie den Plastizierungsgrad der Querschnitte bestimmt.
Auf den Verlauf der Eigenspannungen iiber die Querschnittshéhe hat der Anstellgrad
selbst nur geringen Einfluss. Der Richtvorgang verursacht neben der Modifizierung des
Eigenspannungsverlaufs auch eine Verkiirzung der Schiene, die je nach Richtrollenanstel-

lung zwischen 0.05 und 0.1 % der Fertigungslinge betragen kann.

Weitere Eigen- und Schweifispannungsverteilungen in Eisenbahnschienen wurden von As-
beck/Heyder (3], Schade [98] und Schweitzer et al. [101] untersucht. Die Entstehung der
Richteigenspannungen wird von den Autoren auf die starken lokalen Plastizierungen in
den Biegedruckzonen sowie den Kraftiibertragungen in den Kontaktzonen zwischen Richt-
rolle und Richtgut, die beim Richtvorgang abwechselnd an der Fufl- und Kopfseite der
Schiene entstehen, begriindet. Weiterhin wurde festgestellt, dass die Grofle des Schienen-
profils sowie die Werkstoffgiite der Schiene keinen wesentlichen Einfluss auf die Verteilung

der Lingseigenspannungen rollengerichteter Schienen haben.

Die erstmals von Schweitzer et al. [101] durchgefiihrten experimentellen Studien an teil-
weise rollengerichteten Schienen (durch Unterbrechungen des Richtvorgangs und Entfer-
nung der Schiene aus der Richtmaschine) ermdglichten eine Analyse der Verformungs-
und Eigenspannungsverldufe an verschiedenen Positionen der Schiene. Die zu Beginn des
Richtvorgangs entstandenen Druckeigenspannungen an den Auflenseiten der Schiene wur-
den durch den Richtprozess in Zugeigenspannungen iiberfiihrt. Hingegen nahmen die im
Stegbereich entstandenen groflen Druckeigenspannungen mit fortschreitendem Durchlauf
der Schiene durch die Richtmaschine nur geringfiigig ab. Trotz vergleichender Biegeunter-
suchungen und den dort gemessenen Eigenspannungszustinden konnte die Entstehung der
Eigenspannungen wihrend des Rollenrichtens allein nicht erklirt werden, so dass weitere

Einflussgréfien in Betracht gezogen werden miissen.
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Neben diesen rein experimentellen Untersuchungen zum Eigenspannungszustand von Schie-
nenprofilen im Rollenrichtvorgang wurden erstmals von Brinig [12] und Wunderlich et
al. [119] eine numerische Simulation des Rollenrichtvorgangs von schweren Profilen mit
Hilfe der Methode der finiten Elemente durchgefiihrt. Auf der Basis der Versuchsergebnis-
se von Schienen (Schweitzer et al. [101]) wurde eine Modellierung des Richtvorgangs mit
Hilfe von schubsteifen Stabelementen durchgefiihrt. In den Modellrechnungen wurden der
Abkiihleigenspannungszustand, die effektiven Richtrollenanstellungen der Unterrollen, die
Axialbeanspruchung aus den angetriebenen Oberrollen sowie ein inelastisches Material-
gesetz fiir die Schienenprofile beriicksichtigt. Mit Hilfe des entwickelten Modells war es
moglich, den Endzustand sowie den Entstehungsvorgang der Eigenspannungen qualitativ

und bis zu einem gewissen Grad auch quantitativ korrekt nachzubilden.

Die experimentellen und theoretisch-numerischen Untersuchungen zum Rollenrichten von
Schienen liefern hauptsichlich Grundkenntnisse iiber die Entstehung der Eigenspannungs-
verteilung. Noch immer fehlen genaue Analysen, die den mechanisch duflerst komplexen
Vorgang der Ursache fiir die Entstehung der Eigenspannungsverteilung wihrend des Rol-
lenrichtens erklirbar machen. Die im Rahmen des bisherigen Modells erzielten Uberein-
stimmungen zwischen numerischen und experimentellen Ergebnissen konnten nur unter
der Annahme erzielt werden, dass iiber die Kontaktflachen zwischen Richtrolle und Schie-
ne Lingskréfte in die Schiene eingeleitet werden, deren Gréfle durch ein Trial-and-Error-
Verfahren aus gemessenen Werten abgebildet wurde. Dies fiihrte zu der Schlussfolgerung,
dass der Reibung eine entscheidende Rolle bei der Entstehung der Richteigenspannungen
zukommt, da eine Ubertragung tangential angreifender Kriifte von der Richtrolle in die
Schiene auf andere Weise nicht moglich ist. Uber Grofe, Verteilung und Entstehung dieser

tangentialen Kontaktspannungen gibt es bislang nur unvollstindige Informationen.

Aussagen iiber den tatsichlichen Spannungszustand in der Kontaktflache, der sich zwi-
schen Rolle und Schiene im Richtvorgang ausbildet, konnten weder aus dem experimen-
tellen noch aus dem numerischen Modell von Brinig [12] gewonnen werden. Wie im De-
tail die nichtlineare Wechselwirkung zwischen Schiene und Richtmaschine senkrecht und
parallel zur Schienenldngsachse zustande kommt und welche Faktoren sie hauptsichlich
beeinflussen ist unvollstindig gekldrt und soll in dieser Arbeit durch lokale numerische

Studien ndher untersucht werden.
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1.3 Aufbau der Arbeit

Aufgrund der unbekannten Kontaktfliche und der moglichen Gleitreibungs- und inelasti-
schen Deformationsprozesse sind die mathematischen Gleichungen, die den Formgebungs-
prozess durch den Rollkontakt beschreiben, nichtlinear. Im Allgemeinen lassen sich nur
noch mit Hilfe numerischer Iterationsverfahren Ndherungslsungen berechnen. Viele Néihe-
rungsverfahren, wie z.B. auch die Finite-Elemente-Methode, lassen sich iiber eine Va-
riationsformulierung der systembeschreibenden Gleichungen entwickeln. Bei einer quasi-
statischen Prozessbeschreibung hat sich das Prinzip der virtuellen Arbeit (variationelle
Gleichungsmethode) etabliert. Variationelle Ungleichungsmethoden werden hingegen nur
selten angewandt. Die Griinde hierfiir liegen zum einen in dem sehr komplexen mathema-
tischen Fundament dieser Theorie, Duvaut/Lions [25] und Moreau [83], zum anderen an
den hierfiir zur Zeit zur Verfiigung stehenden problemorientierten Optimierungsverfahren,

deren Algorithmen langsam sind und nicht immer eine Losung liefern (Schittkowski [99]).

Des Weiteren sind die auf der Hertz’schen Theorie basierenden Beschreibungen und Re-
chenmodelle nur schwer oder gar nicht auf elasto-plastische Rollkontaktprobleme anwend-
bar. Losungsstrategien reibungsbehafteter Rollkontaktprobleme unter Beriicksichtigung
zusitzlicher materieller Nichtlinearitdten werden erst durch die Anwendung leistungsfihi-
ger Rechenanlagen effizient moéglich, wie elastische und visko-elastische dreidimensiona-
le Rollkontaktmodelle und Analysen von Kalker [56] zeigen. Der Rollkontakt zwischen
elasto-plastischen Festkorpern mit Reibung zéhlt bei Kalker [55, 54] noch zu den un-
gelosten Problemen. Erst in den neueren Arbeiten der numerischen Kontaktmechanik von
Aliabadi/Brebbia [1], Tagungsband [104] oder Zhong/Mackerle [121] werden inelastisches

Materialverhalten und Reibung in die Kontaktformulierung mit aufgenommen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, das theoretische Konzept der numerischen Umsetzung
eines Rollkontaktproblems mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode zu beschreiben und
weiter zu entwickeln, so dass Entstehung und Entwicklung von Einflussgréfien, die aus
der Interaktion zwischen Rolle und Gegenkorper in der Kontaktfliche entstehen, unter-
sucht und deren Auswirkungen beschrieben werden kénnen. Von besonderem Interesse
sind dabei Verteilung und Gréfle der Normal- und Tangentialspannungen in den Kon-

taktflidchen sowie der Spannungszustand in den oberflichennahen Bereichen.

Bei der theoretischen Behandlung von Umformprozessen (Dahl et al. [22]), in die sich auch

der Rollenrichtvorgang eingliedern lésst, sind neben der Modellbildung des inelastischen
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Materialverhaltens auch den Wechselwirkungsprozessen in der Kontaktzone besondere
Beachtung zu schenken. Deshalb wird eine Betrachtung der Kontaktmechanik als tribo-
logisches System in Kapitel 2 einer kontinuumsmechanischen Betrachtung vorangestellt.
Dies geschieht nicht nur im Hinblick auf die Einschitzung von Zuverléssigkeit und Brauch-
barkeit der tribologischen Erscheinungsformen und der makroskopischen Modellbildung,
sondern soll insbesondere den zur Zeit noch fragmentarischen Stand der kontinuumsme-

chanischen Kontaktmodellierung verdeutlichen.

In Kapitel 3 werden die kontinuumsmechanischen Grundgleichungen zusammengestellt,
auf deren Grundlage die Modellbildung des Rollkontakts und eine zweidimensionale nume-
rische Umsetzung mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode durchgefiihrt wird. Materialglei-
chungen zur Erfassung des elasto-plastischen Materialverhaltens sowie das Ann&herungs-

und Reibverhalten metallischer Festkorper werden in Kapitel 4 dargestellt.

Nachdem die Problemstellung mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit im Kapitel 5
formuliert und linearisiert wird, folgt im Kapitel 6 die numerische Umsetzung mit Hil-
fe der Finite-Elemente-Methode. Die Kontaktnebenbedingungen werden dabei auf der

Grundlage der Active-Set-Strategie in das zu l6sende Gleichungssystem eingearbeitet.

Die Verifikation des entwickelten Rollkontakt-Algorithmus wird durch die numerische
Simulation von Rollenricht- und Walzvorgéngen im Kapitel 7 durchgefiihrt. Eine Zusam-
menfassung der Arbeit und ihrer Ergebnisse sowie ein Ausblick auf weitere Studien folgen

im abschlielenden Kapitel 8.
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2 Kontakt metallischer Oberflachen

Die Tribologie ist der Oberbegriff fiir die Kennzeichnung der Gebiete Reibung, Verschleifl
und Schmierung bei sich gegeneinander bewegten Korpern, Hays [38], und prégt das heuti-
ge Verstindnis iiber den Festkorperkontakt. Ein tribologisches System besteht dabei aus
Grundkorper, Gegenkorper, Zwischenschichten und Umgebungsmedium. Unter Beriick-
sichtigung der makro- und mikroskopischen Erscheinungsformen ist die Definition der
Reibung vielféltig. Im Allgemeinen wird mit dem Begriff der dufleren Reibung der Wider-
stand charakterisiert, der eine gleitende oder rollende Relativbewegung zwischen zwei in
Kontakt stehenden Koérpern hemmt oder verhindert. Die Wirkungsrichtung des Wider-
stands ist dabei der Relativbewegung entgegengesetzt. Entsprechend der Bewegungskine-
matik wird zwischen der Gleitreibung und der Rollreibung unterschieden. Die Arbeiten
von Tabor [106], Krim [67] und Bhushan [11] geben eine kompakte Einfiihrung in das

heutige Grundverstéindnis der Festkorpertribologie.

Hinsichtlich der Modellbildung und der Interpretation der numerischen Rollkontaktanaly-
sen ist ein erweitertes Verstindnis dieses tribologischen Systems sinnvoll. Deshalb sollen in
den folgenden Abschnitten wichtige tribologische Erkenntnisse des trockenen metallischen

Oberfldchenkontakts zusammengefasst werden.

2.1 Struktur und Aufbau

In der Betrachtung der Bildungsmechanismen der dufleren Reibung fester Korper wird
der Oberfliachentopologie, ihrem Schichtenaufbau und ihren beanspruchungsbedingten
Verénderungen eine wesentliche Rolle zugewiesen. Jede technische Oberfliche zeigt auf
Mirkoebene ein mehr oder weniger stark ausgeprégtes Rauigkeits- und Welligkeitsprofil. In
der iiblichen Darstellung (Abbildung 2.1) wird dieses Mikrogebirge der Oberfliche in einer
Mafstabsverzerrung von vertikaler zu horizontaler Richtung aufgezeichnet. Kenngréfien

der Mikrotopologie einer Oberfliche werden durch den betrachteten Profilschnitt und
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Abb. 2.1: Rauigkeitsprofil (a) vor und (b) nach dem Kontakt (Neale [85])

den Einlaufzustand der Oberfliche bestimmt. Die Schwierigkeit einer eindeutigen Be-

schreibung der Mikrotopologie macht eine makroskopische Beriicksichtigung problema-

tisch. Studien von Greenwood [36] und Krim [67] zeigen, das der Rauigkeit im Rahmen ei-

ner makroskopischen Beschreibung der Reibung eine eher untergeordnete Rolle zukommt,

sie aber in der Grundlagenforschung die Basis bereit stellt, auf der die unterschiedlichen

Reibphdnomene erkliart werden kénnen. Wie aus Abbildung 2.2 deutlich wird, steigt die
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Abb. 2.2: Abhdngigkeit des Reibwerts von der Oberflichenrauigkeit (Rabinowicz [94])

Reibung mit zunehmender Glattheit bzw. Rauigkeit der Kontaktflichen an. Im Fall glat-

ter Kontaktflichen wird der Zuwachs mit dem tiberproportionalen Anwachsen der realen

Kontaktflichen begriindet, im Fall steigender Rauigkeit mit dem Anwachsen der notwen-
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digen Hebekrifte zur Uberwindung der grofer werdenden Unebenheiten. Fiir mittlere
Rauigkeitsbereiche, wie sie in der Ingenieurpraxis vorkommen, zeigt der Reibwert sein

Minimum sowie eine eher vernachlissigbar kleine Abhéngigkeit von der Rauigkeit.

Neben der Mikrotopologie bestehen die Oberflichen im Allgemeinen aus verschiedenen
Deckschichten. Wie in Abbildung 2.3 dargestellt, baut sich auf den Reibfldchen eine duflere
und eine innere Grenzschicht auf. In den meisten Féllen bestimmen die mechanischen
Eigenschaften der duleren Grenzschicht (Schubfestigkeit, Hérte etc.) und die Haftfestig-

keit zum Grundmaterial die Reibung. Der Eindringwiderstand der dufleren Grenzschicht

kann
0303 duBere  Reaktionsschicht
2 pm Grenz-  mit umgeb. Medium
schicht
0.01 - 1L wm
innere  Inhomogenitat in
Grenz-  Harte, Festigkeit,
0,01 -100L0 Lm

schicht ~ Textur, Eigenspannungen

Abb. 2.3: Prinzipieller Schichtenaufbau metallischer Oberflichen, 1. Umgebendes Medium, 2.
Adsorptionsschicht, 3. Oxidschicht, 4. Stérungsfeld durch Umformen, 5. Grundmate-
rial (Rabinowicz [94], Polzer/Meissner [91], Wuttke [120])

bis zum 30fachen, bei Aluminium bis zum 100fachen iiber der des darunterliegenden
Grundmaterials liegen. Die Schubfestigkeit dagegen ist viel geringer als die des Grund-
materials. Die Tabelle 2.1 verdeutlicht die Wirkung einer Deckschicht auf den Reibwert

bei einer Stahl/Stahlpaarung. Der Reibwert verringert sich um das Zwei- bis Dreifache.

Oberfliiche \ Oxidfilm Sulfidfilm Olsiure Schmierfilm
sauber 0.78 0.78 0.78 0.78
mit Film 0.27 0.39 0.11 0.32

Tabelle 2.1: FEinfluss verschiedener Filme auf den Reibwert bei ei-
ner Stahl/Stahlpaarung (Kragelski [65])

Allgemein gilt fiir Deckschichten auf Festkorpern, dass sich der Gleitwiderstand in dem

Mafe verringert, wie sich die Filmdicke erhoht. Thre Entstehung wird sehr stark von der
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umgebenden Atmosphére, dem Temperaturfeld, der Gleitgeschwindigkeit, der anliegenden

Belastung und der realen Kontaktflidche beeinflusst.

Bei metallischen Gleitpaarungen entspricht das Reibverhalten aufgrund der Reaktionsbe-
reitschaft der Oberflichenschicht mit der Luft und der hieraus resultierenden Deckschicht-
bildung der sogenannten Grenzschichtreibung. Es entsteht eine gegeniiber dem Grundma-
terial weichere Grenzschicht. Nach Kragelski [65] ist die Ausbildung dieser Grenzschicht
eine notwendige Bedingung fiir die Entstehung und Aufrechterhaltung der &ufleren Gleit-
reibung. Bei Abwesenheit einer solchen Grenzschicht kann es zu festen Verschweiflungen
in den Oberflichen kommen. Eine Relativbewegung wird dann nur unter Abrieb und
Verschleify méglich und es kommt zur Zerstérung des Gleitsystems. Hierbei iiberschreitet
der Reibwert den Grenzwert der duferen Reibung von p > 0.3 [91]. Das Grundmaterial

bestimmt das weitere Reibverhalten.

Ein Schwerpunkt der Tribologie liegt auf der Bestimmung dreier grundsétzlicher Elemente:

e der realen Kontaktfliche A,,
e der Haft- und Schubfestigkeit in und um die realen Kontaktstellen,

e sowie der Art und Weise des Materialverhaltens wiahrend einer Relativbewegung.

Vom Ausgangsstadium der Kontaktbildung an dndern sich die Kenngréfien bis sich ein
unter der anliegenden Belastung optimaler Gleitzustand eingestellt hat. Nach Kragel-
ski [66] bestimmen die Verschleifbedingungen den Einlaufprozess, die sich einstellende
Gleichgewichtsrauigkeit und damit die reale Kontaktfliche, den Gradienten der Haft-
und Schubfestigkeit sowie die Art und Weise des oberflichennahen Materialverhaltens im

Kontakt.

2.1.1 Erscheinungsform der dufleren Reibung

Aufgrund der Mikrotopologie entsteht der physikalische Kontakt als ein Ergebnis sich
beriihrender und verformender Rauigkeitsspitzen. Mit zunehmender Normalbelastung tre-
ten je nach Grofle der lokal anliegenden Spannung elastische bzw. plastische Verformungen
an den Kontaktstellen ein. Diese Verformungen fiihren zu einer mikroskopischen Annéhe-
rung der Kontaktflichen und somit zur Neubildung von Kontaktstellen und zur Verénde-
rung der realen Kontaktfliche. An den realen Kontaktflichen bilden sich Reibverbindun-
gen (Abbildung 2.4), an denen tribochemische und tribophysikalische Wechselwirkungs-

prozesse bis in eine Tiefe von 5-30 pm ablaufen kénnen [91]. Der Wirkungsgrad dieser
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Triboprozesse ist aufgrund der anisotropen Mikrotopologie ortsabhingig, so dass dem
nominellen Kontakt im Allgemeinen ein anisotroper, inhomogener diskreter Kontakt zu-

grunde liegt. Wird zusétzlich eine tangentiale Belastung aufgebracht, tritt eine weitere

Ac
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& @ Z 777, |
_— - — = ——— — ——
1 Adhésion und Scheren 3 Furchung
2 Inelastische Deformation 4 Elastische Hysterese

Abb. 2.4: Kontaktlokalisation und Triboprozesse infolge der realen Oberflichenstruktur

Annédherung der Oberflichen ein, die mit einer Neuverteilung der Beriihrungsstellen und
Reibverbindungen verbunden ist [65]. Der Prozess der Anndherung und der Wechselwir-
kung fiihren zu einer Verdnderung der Deckschichten und zur Herausbildung eines dritten
Korpers. Seine Besonderheit besteht zum einen in den ununterbrochenen Zerstérungs- und
Neubildungsprozessen seiner Elemente wihrend einer Gleitbewegung, zum anderen in der
Ausbildung eines positiven Gradienten der Schubfestigkeit. Die makroskopische Kraft, die
fiir Zerstorungs- und Neubildungsprozesse der Kontaktstellen beim Gleiten aufgebracht
werden muss, wird als Reibkraft definiert und ihr Verhéltnis zur anliegenden Normalkraft

als Reibwert eingefiihrt.

Die Komplexitéit der Entstehungsprozesse der Reibkraft macht eine quantitative Erfassung
nur unter vereinfachten Betrachtungen und Annahmen moglich. Aufgrund der im Detail
betrachteten Erscheinungsbilder entwickelten sich verschiedene Theorien zur mathemati-
schen Modellbildung der Reibung, siche Polzer/Meissner [91]. Unter den verschiedenen
Theorien wird die Adhésions-Deformationstheorie von Kragelski [65] in der Ingenieurwis-

senschaft bevorzugt angewendet. Sie stellt im Wesentlichen die physikalisch-geometrischen



15 2.1 Struktur und Auibau

Aspekte der Reibung heraus und schliefit als wichtigen Sonderfall das Coulomb’sche Rei-
bungsgesetz mit ein. Diese Theorie ldsst sich entsprechend dem Stand der Erkenntnisse

verdndern und erweitern, wie die Arbeiten von Gldser [35] und Van [112] zeigen.

2.1.2 Die Kontaktflache

Da der reale Kontakt diskret und unstetig ist, wird neben der nominellen Kontaktflache A,
die reale Kontaktfliche A, = >~ A% als Summe aller tatséichlichen Beriihrungsflichen A’
eingefiihrt. Von entscheidender Bedeutung dabei ist, ob ein Kontakt ruhender oder beweg-
ter Korper vorliegt. In Kragelski et al. [66] wird zur Abschétzung der realen Kontaktfliche

bei gleichzeitiger Einwirkung von Normal- und Tangentialbelastung die Beziehung

A =/(1+oaq 12) A, (2.1)

vorgeschlagen. Hierin ist a; ein werkstoffabhéngiger, experimentell zu ermittelnder Pa-
rameter im Wertebereich 1 < oy < 27, u der Reibwert und folr die unter reiner Normal-
belastung entstehende reale Kontaktfliche. Nach Rabinowicz [94] kann sich unter Ein-
wirkung einer tangentialen Belastung die reale Kontaktfldche bis zum Dreifachen der
Beriihrungsfliche A, vergrofern. Finden beim Ubergang vom Ruhe in den Bewegungs-
zustand nur unbedeutende Anderungen im Spannungszustand der Kontaktflichen statt,

kann in erster Ndherung mit
Ar ~ Ar =T Ac > ne <1 (22)

gerechnet werden. Kragelski [65] begrenzt die Anwendungen der Gleichung (2.2) auf Kon-
taktpaarungen mit Reibwerten p < 0.3, da der Einfluss der Tangentialspannung auf
die Vergroflerung der Kontaktgeometrie hier nur max. 5 % betrigt. Untersuchungen am
ruhenden Kontakt von Uppal et al. [108, 110] zeigen, dass mit zunehmender Normalbe-
lastung N die reale Kontaktflache sich primér durch die Verformung der Mikrohiigel und
sekundér durch die Neubildung von Kontaktstellen vergrofiert. Von Uppal et al. [109] wird
zur Abschitzung der realen Kontaktfliche (m < 1, ¢, = 0.5)

e (1) -

vorgeschlagen. Fiir Aluminium geben die Autoren einen bereichsweise konstanten Para-
meter m in Abh#ngigkeit von der Belastung 7, = N/H und der und Vickers-Hérte H an.
Mit steigender Belastung verkleinert sich m von 0.95 auf bis zu 0.3. Sie bestétigen die

klassische Annahme der Proportionalitdt A, oc N bei geringer Normalbelastung.
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Auf der Grundlage einer statistischen Auswertung verschiedener Versuchsergebnisse zur
Bestimmung der realen Kontaktfliche wird von Woo/Thomas [116] ebenfalls eine expo-
nentielle Beziehung nach (2.3) mit ¢, = 1 angegeben. Die Regressionsanalyse der Ver-

suchsergebnisse ergibt einen Mittelwert von m ~ 0.8.

2.2 Gleitreibung

Aufgrund der Komplexitit und Vielzahl der Einflussfaktoren bei der trockenen Gleitrei-
bung wird in der Bestimmung einer spezifischen Reibkraft 7 bzw. des Reibwerts g nur
ein isolierter Teilbereich des tribologischen Gesamtsystems beriicksichtigt. In Kragelski et
al. [65, 66] und Polzer/Meissner [91] lassen sich Aussagen zur Last-, Temperatur- und
Zeitabhéngigkeit von p sowie Tendenzen zum Einfluss des Werkstoffs und des umgeben-
den Mediums finden. Infolge der Unstetigkeit des Kontakts zweier Festkérper beruht die
Berechnung des Tangentialwiderstands in erster Ndherung auf der integralen Erfassung

der Widersténde. Die additive Aufspaltung des Reibwerts nach Gleichung (2.4)

(2.4)

x| =

.
u%uad+udef=(p—°+ﬁ)+ k

—— N e’
Had Hde f

wird auf den in unterschiedlicher Tiefe ablaufenden Adhésions- und Deformationsprozes-
sen begriindet und fiihrt auf den Begriff der Doppelnatur der Reibung. In der Adhési-
onskomponente 11,4 werden die Bindungskréfte, in der Deformationskomponente zi4.¢ der

Forménderungswiderstand in den Mikrokontakten beriicksichtigt.

Die Anfangsscherfestigkeit 7,, die Normalpressung p, sowie ein experimentell zu bestim-
mender Druckkoeffizient § bestimmen die Adhésionskomponente. Der Druckkoeffizient
beriicksichtigt die Vergroflerung der Scherfestigkeit infolge des anliegenden Normaldrucks.
Im Deformationsanteil wichst der Reibwert iiber das Verhiltnis der Eindringtiefe A zum
mittlerem Rauigkeitsradius R und einem Parameter k, der die Art der Deformation erfasst.
Fiir viele Oberfldchen kann in erste Ndherung vereinfacht mit & = 0.4 bei plastischem
und k = 0.2y bei elastischem Kontakt gerechnet werden. Der Koeffizient der elasti-
schen Hystereseverluste oy, gibt dabei das Verhéltnis der bei elastischen Deformationen
eines Werkstoffs in Warme umgewandelten Arbeit zur aufgewendeten Gesamtenergie an
(gehérteter Stahl o, = 0.01, Baustahl a; = 0.05, Gummi oy = 0.35 aus [91]). Wuttke [120]
und Polzer/Meissner [91] geben fiir T, und § Werte im Bereich von 9 < 7, < 1600MPa,
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0.014 < 8 < 0.24 sowie fiir eine Stahl/Stahlpaarung bei trockener Reibung 7, = 80MPa
und 8 = 0.42 an. Tabor [106] beobachtet fiir Metalle p,4 > £ und fiir Nichtmetalle
tag < B. In Abbildung 2.5 ist die prinzipielle Abhéngigkeit des Reibwerts von der Nor-
malbelastung dargestellt.

-
—

Coulombscher Amontonsscher
Bereich Bereich

Reibungskoeffizient

Kontaktpressung | N |

Abb. 2.5: Abhdngigkeit des Reibwerts von der Normalbelastung (Polzer/Meissner [91])

Bei geringer Belastung bestimmt die Adh#sionskomponente den Reibwert. Mit steigen-
der Druckbelastung nimmt die Adhésionskomponente ab. Erreicht die Druckspannung die
Fliespannung des Materials wird der Kontakt plastisch und der Adhésionsanteil bleibt
ndherungsweise konstant. Bei hoher Druckbelastung ist ein Zuwachs nur iiber den De-
formationsanteil méglich. Je kleiner der Adhésionsanteil des Reibwerts ist, desto flacher
ist der linke Kurventeil und um so weniger ausgeprigt zeigt sich ein Minimum in der
Abhiingigkeit des Reibwerts von der Belastung. Das Minimum kennzeichnet den Uber-

gang vom elastischen zum plastischen Kontakt.

Nach Wuttke [120] ist die Beriicksichtigung der Deformationskomponente jiq.¢ bei tech-
nischen Reibsystemen schwierig, da die konkreten geometrischen Kontaktbedingungen
wiahrend des Gleitens sowie das Festigkeitsverhalten rauer Werkstoffoberflichen kaum
bekannt sind. Kragelski [65] weist darauf hin, dass p.g experimentell fiir die konkreten
Bedingungen zu ermitteln ist, da eine Abschéitzung mit tabellarisierten Werten 5 und 7,

zu beachtlichen Abweichungen mit dem wirklichen Reibwert fithren kann.

In Kragelski et al. [66] sind weitere analytische Beziehungen fiir den Reibwert nach (2.4) in
Abhéngigkeit von der Kontaktart und den Kontaktbedingungen tabellarisch zusammen-
gestellt. Bei nicht allzu groer Belastung und eher glatten Oberflichen kann bei hochelas-

tischen Werkstoffen die Deformationskomponente in der Herausbildung der Reibkréfte
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vernachléssigt werden.

Neben der Formulierung des Reibwerts auf der Adhésions-Deformationstheorie wurde
erstmals in Kragelski et al. [66], auf der Basis von Untersuchungen am Kontakt Rad-

Schiene, eine parabolische Funktion fiir den Haftreibwert
pr = —1.865 pZ + 1.48 g + 0.048 (2.5)

im einem Gleitreibwert von 0.28 < pug < 0.6 angegeben. Eine empirische Beziehung
fiir den Haftreibwert py fiir Stahloberflichen wurde auch von Ghabrial/Zaghlool [32]

entwickelt
pg =0.124+0.8 g5 +107*[ 18 6 +60 log(¢) ] - (2.6)

Hier wird in Abhéngigkeit vom Neigungswinkel # der Mikrounebenheiten vor der Ober-
flichenbearbeitung durch den Kontakt, dem Koeffizienten der gegenseitigen Annéherung
0 < g < 0.02pm und einem Prozessparamter ( fiir die Art der Oberflichenbearbeitung
(in den ein Oberfliachengléttungsindex sowie die Standardabweichung der Rauigkeitsspitz-

en eingeht) der Reibwert berechnet.

Da es iiber die Wechselwirkungsmechanismen in gleitendem, rollendem oder bohrendem
Festkorperkontakt noch keine endgiiltige Klarheit gibt ( Wuttke [120], Krim [67]), existiert

eine allgemeingiiltige quantitative Theorie der Reibung derzeit noch nicht.

2.3 Rollreibung

Wird im Vergleich zur Gleitreibung die Relativbewegung durch eine Rollbewegung verur-
sacht, wird in Analogie zur Gleitreibung der Begriff der Rollreibung verwendet [105]. Beim
Rollkontakt wird zwischen der Haftreibung, die das Durchdrehen einer Rolle verhindert,

und der eigentlichen Rollreibung unterschieden.

Die Einfiihrung des Begriffs der Rollreibung basiert auf der Kontaktkinematik und den
Kontakt-Spannungsbedingungen beim Rollkontakt. Dabei sind die tribologischen Gleit-
reibungsmodelle zur Erkldrung der in der Kontaktzone entstehenden Widerstandskrafte
nach Czichos [21] nur bedingt anwendbar. Dies liegt zum einen daran, dass sich die Roll-
reibung nicht durch eine Oberflichenschmierung reduzieren lésst und zum anderen in
den Besonderheiten der Roll-Interface-Kinematik. So findet der Prozess des Zusammen-

treffens und des sich Losens von Oberflichenelementen im Rollkontakt nicht tangential,
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sondern hauptséichlich in Richtung der Oberflichennormalen statt, so dass der Adhési-
onseigenschaft und der Scherfestigkeit der Reibverbindungen eine eher untergeordnete
Rolle zukommen. Die Widerstandskrifte, die einer Rollbewegung entgegenwirken, entste-
hen im Wesentlichen durch die geometrische Imperfektion des Rollkérpers, die Rauigkeit
der Kontaktfldchen, die elasto-plastischen Deformationen des Rollkérpers und der Roll-
bahn, die elastischen Hystereseerscheinungen sowie die Reibwirkung in den Haft- und

Mikrogleitabschnitten der Kontaktfldche.

(@)

Abb. 2.6: Darstellung der Krifteverhdltnisse am rollenden Rad (a) und
seiner Modellbildung (b) (Polzer/Meissner [91])

Die Vielfaltigkeit und Komplexitdt der vorhandenen Rollsysteme und Rollmechanismen
hat zur Folge, dass die Entstehungsprozesse sowie die Bestimmung geeigneter physikali-
scher Groflen zur Beschreibung der Rollreibung und der dort vorliegenden Krifteverhélt-
nisse noch immer auf der klassischen Betrachtung eines ideal glatten, starren Rades, das
auf einer Ebene mit gleichméfiger Geschwindigkeit rollt (Abbildung 2.6) beschrieben wer-
den. Experimentelle Arbeiten in Kragelski [65] und Johnson [49] zeigen, dass die Roll-
reibung durch die Oberflichenrauigkeit, die Normalbelastung, die Rollenradien und die
Materialeigenschaften beeinflusst wird. So zeigt sich mit abnehmender Oberfléichenrauig-
keit (3.0 — 0.025 um) eine Verringerung des Rollwiderstands um das Zwei- bis Dreifache.
Studien von Atala/Rowe [4] verdeutlichen, dass die Rauigkeit der Oberflichen im Roll-
kontakt schnell abnimmt, ihre Welligkeit aber linger vorhanden bleibt. Im Rollprozess

wurden die Unebenheiten dabei hauptséchlich durch plastische Deformationen geglittet.

Untersuchungen zur Entstehung der Rollwiderstandskrifte in Johnson [50] zeigen, dass
sich die Kontaktfldche in Abhéngigkeit vom betrachteten Rollsystem aus unterschied-

lichen Haft- und Mikrogleitabschnitten zusammensetzen kann, wobei die Ausbildung von
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Abb. 2.7: Verteilung der Normal- und Tangentialspannungen, der Haft- und Mikrogleitzonen
beim Rollkontakt visko-elastischer Walzen (Wang [114])

Haft- und Mikrogleitzonen beim Abrollen als Schlupf bezeichnet wird. Form, Gréfle und
Anordnung der Haft- und Mikrogleitabschnitte sind von den Materialeigenschaften und
der Gleitreibung in der Kontaktzone abhéingig. Analytische Losungen iiber Grofle, Form
und Lage der Haft- und Mikrogleitzonen in der Kontaktfliche sind dabei auf den elasti-
schen Rollkontakt begrenzt, da visko-elastische Werkstoffeigenschaften sowie inelastisches
Verhalten der Kontaktkorper zu einer asymmetrischen Verteilung der Kontaktpressung
beim Rollkontakt fithren (Abbildung 2.7). Unter Vernachldssigung der Mikrogleitantei-
le wird die Entstehung des Rollwiderstands auf der Deformation des vor dem rollenden

Korpers gelegenen Werkstoffs begriindet.

Analysen des oberflichennahen Materialverhaltens zeigen, dass durch wiederholte Roll-
kontaktbeanspruchung eine zyklische Be- und Entlastung in den Elementen des Grundkor-
pers einsetzt (Abbildung 2.8). Dabei werden die Werkstoffbereiche, die im Einlaufbereich
der Kontaktfldche liegen, stirker belastet als die im Auslaufbereich. Dies fiithrt zu einer
Verlagerung des Druckzentrums vor den Mittelpunkt der Kontaktfliche. Es entsteht ein
Drehmoment, das dem Vorwirtsrollen entgegenwirkt und einen Rollwiderstand entstehen

ldsst. Eine genauere Erfassung des Rollwiderstands bei inelastischen Rollprozessen basiert
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Abb. 2.8: Oberflichenbeanspruchung beim Rollkontakt eines Zylinders mit einem elasto-
plastischen Halbraum (Johnson [50])

deshalb auf dem Materialantwortverhalten der Oberflidchenstruktur wihrend des Rollpro-
zesses. Studien zum Rollmechanismus von Eldrege/Tabor [26], Merwin/Johnson [81] und
Tabor [105] zeigen die Abhéingigkeit des Rollwiderstands von der Belastungsgeschichte. So
sinkt der Rollwiderstand von der ersten Rollbelastung mit jedem weiteren Rollbelastungs-
zyklus, bis sich ein stabiler Rollwiderstand auf der eingelaufenen Oberfliche einstellt. Die
Untersuchungen von Johnson [50, 51| zeigen, dass der Rollwiderstand durch inelastische
Deformationen der Kontaktoberflichen und durch die Ausbildung von Mikrogleitzonen
zwischen ihnen entsteht. Eine Reduzierung der Kontaktflichengrofle, verursacht durch
steifere Werkstoffpaarungen oder Reduzierung der Oberfldchenkonformitit, fithrt zu einer
Reduzierung des Rollwiderstands bei gleichzeitigem Anwachsen der Kontaktspannung-
en. Aufgrund des inelastischen Materialverhaltens ist der wiederholte Rollkontakt mit
Materialverfestigungen in den oberfldchennahen Bereichen sowie der Entstehung von Ei-
genspannungen und der Glattung der geometrischen Oberflichenstruktur begleitet. Beim
wiederholten Rollkontakt wird die Oberfldchenstruktur durch eine Kombination aus vor-
handenen Eigen- und Kontaktspannungen beansprucht, die zu differenzierten Deformati-

onsvorgéngen in der Kontaktzone fiihren.

Aufgrund der Komplexitit der in den Oberfléchenbereichen auftretenden Deformationen
wurden in Abhéngigkeit der Beanspruchung des ersten Rollbelastungszyklus theoretische
Materialantwortkurven, wie in Abbildung 2.9 dargestellt, konstruiert. Dabei werden die

moglichen Materialantworten unterteilt in:
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Abb. 2.9: Reproduktion der Materialbeanspruchungskurven bei zyklischer Rollkontaktbeanspru-
chung (Johnson [50, 51])

1 Ideal elastisches Verhalten der Oberflichenstruktur, wenn bei wiederholter Rollbe-

lastung die Spannungen unterhalb der Flie3grenze der Werkstoffe bleiben.

2 Elastischer Shakedown, wenn in der Erstbelastungsphase Flieflen und Verfestigun-
gen des Oberflichenmaterials eintreten und weitere Rollbelastungszyklen unterhalb
der in der Erstbelastungsphase erreichten maximalen Spannung, der elastischen

Shakedown-Grenze, bleiben.

3 Plastischer Shakedown, wenn in der Erstbelastungsphase Flieflen und Verfestigun-
gen des Oberflichenmaterials eintreten und weitere Rollbelastungszyklen zu ge-
schlossenen, stabilen, elasto-plastischen Antwortzyklen fiihren, die unterhalb einer

plastischen Shakedown-Grenze bleiben.

4 Inkrementeller Kollaps. Wenn unter hoher Erstbelastung die plastische Shakedown-
Grenze tiberschritten wird, fiihrt dies bei wiederholter Rollbelastung zum Anwach-
sen der plastischen Verzerrungen in jedem weiteren Zyklus und zum VorwértsflieBen

des oberflichennahen Werkstoffs bis in eine gewisse Tiefe.
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Aus den Untersuchungen eines Zylinders, der iiber einen elasto-plastischen Halbraum mit
kinematischer Verfestigung rollt und einen Linienkontakt bildet, folgert Johnson [51], dass
bei kleinem Reibwert (u < 0.3) die plastischen Deformationen in den oberflichennahen
Bereichen (Abbildung 2.10) und bei groflem Reibwert (x > 0.3) im Grundmaterial auf-
treten. Da die Eigenspannungen, die bereits durch die ersten wiederholten Uberrollungen
entstehen, Betrag und Ort der maximalen Beanspruchung erheblich beeinflussen, wird die
Beschreibung einer Rollbeanspruchung mit der klassischen Hertz’schen Theorie als nicht

ausreichend angesehen Zwirlein/Schlicht [123].
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Abb. 2.10: Plastische Oberflichendeformation gegen die Rollrichtung einer Stahlrolle auf einem
Kupferblock (Johnson [51])
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3 Kontinuumsmechanische
Modellbildung

3.1 Kinematik

3.1.1 Grundlagen der Kontaktkinematik

Zur Behandlung von Kontaktproblemen muss die klassische phdnomenologische Beschrei-
bung der Deformation eines materiellen Korpers auf die problemabhingige Anzahl mate-
rieller Kontinua erweitert werden. Diese werden dabei als Kérper B C R? in den dreidi-
mensionalen euklidischen Raum R? derart eingebettet, dass sie sich in ihrer unbelasteten,
spannungsfreien und unverformten Referenzkonfiguration B nicht oder gerade kontakt-
spannungsfrei beriihren. Durch Vorgabe eines Bezugssystems in R, mit den Koordinaten
7' (i = 1,2,3) und der raumfesten kartesischen Basis &;, wird jeder materielle Punkt durch
ein Koordinatentripel eindeutig identifiziert und iiber seinen Ortsvektor dargestellt. Infol-
ge duflerer Einwirkungen wird jeder Korper aus der Referenzkonfiguration heraus verschie-
dene Konfigurationen durchlaufen, die durch eine Abbildung x : B — B, C R formalisiert
wird. Eine zeitliche Aufeinanderfolge von Konfigurationen zweier Kérper k = I, IT wird

lokal durch die Bewegung ihrer materiellen Punkte mit
x' = X&) x! = X" (%", 1) (3.1)

erfasst, wobei die Zeit ¢ € R als freier Parameter eingefiihrt wird. Wie Abbildung 3.1
veranschaulicht, kann unter Anwendung der Gleichungen in (3.1) eine gegenseitige Durch-
dringung der in Kontakt miteinander stehenden Korper infolge ihrer Deformation nicht
verhindert werden. Die Abbildungen sind im Fall der Durchdringung injektiv, nicht mehr
vollstindig bijektiv. Eine zuléissige Abbildung fiir Kontaktdeformationen analog (3.1), die
eine Bijektivitdt hinsichtlich beider Mengen von materiellen Punkten aufrechterhalten

kann, existiert nach Kosinski [64] und Wendland [115] nicht.



J.1 KinematlKk

Abb. 3.1: Deformation aus der Referenz- in die Momentankonfiguration nach der Einbettung
zweier materieller Korper in den euklidischen Raum R3

Nur mit Kenntnis der a priori unbekannten Kontaktfliche lassen sich inverse Abbildungen
(U%)~1: OB, — OB C B (zur Identifikation der Lage zweier Partikel in der Referenz-

konfiguration
x' = (U (x,,t) x' = () (x,,t) (3.2)

die in der Momentankonfiguration einen Kontaktpunkt x. in der Kontaktfliche 0B, bil-
den) konstruieren Hughes et al. [47]). Da die reale Kontaktfliche im Allgemeinen kurzle-
big, d.h. stindigen Verdnderungen unterworfen ist, sind die inversen Abbildungen in (3.2)

unstetig.

Damit die auf dem Deformationsgradienten entwickelten kinematischen Gréflen weiter
verwendet werden kénnen, miissen die Bijektivitdt und die materielle Undurchdringbarkeit
auch bei Kontaktdeformationen erhalten bleiben bzw. erzeugt werden. Diese Forderungen

fithren auf die Einfiihrung des priméren kinematischen Axioms der Kontaktmechanik [47]
B'nB={} . (3.3)

Die algebraische Beziehung (3.3) stellt die geometrische Forderung auf, dass ein vom
Korper B! in der Momentankonfiguration eingenommenes Teilgebiet in R® nicht gleich-
zeitig vom Korper BT oder Teilen dieses Kérpers eingenommen werden kann. Eine gegen-

seitige Durchdringung wird somit formal zumindest ausgeschlossen. Unter der Annahme
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bijektiver Abbildungsformen gilt
TRk 1) = " (%5 1) vV x* e oB* . (3.4)

Da beide Abbildungen x* und (¥*)~! unabhingig voneinander definiert sind, stellt ¥*
die Restriktion einer eingeschrinkten Bewegungsmoglichkeit des Korpers k = [ oder
II durch die Abbildung x* dar. Die von beiden Korperoberflichen gebildete nominelle
Kontaktfliche 0B, wird als eine materielle Oberfliache bzgl. beider Punktmengen definiert

0B, = 0B noBY £ {} | (3.5)

die mit (3.3) von keinem materiellen Punkt iiberschritten werden darf. Das experimentell
beobachtete und theoretisch erklirbare gleichzeitige Auftreten von mehreren Haft- und
Gleitbereichen in der Kontaktfléche fiihrt zur Aufspaltung der Kontaktflidche in

Neca Nes

o8B, = z; B N z; B!, | (3.6)
1= 1=

wobei n., die Anzahl der Haft- und n.s die der Gleitzonen in 9B, angibt. Die strengen
globalen algebraischen Forderungen in (3.3) und (3.5) entsprechen, wie tribologische Er-
kenntnisse zeigen, nicht der Natur des realen Festkorperkontakts. Gerade bei metallischen
Oberflédchen kann es zur Ausbildung eines dritten Korpers und zu dessen Zerstorung durch
Abrieb, Verschleifl und somit zum Materialaustausch wihrend des Kontakts kommen. Auf-
grund der Komplexitidt und Kurzlebigkeit der Bildungsprozesse dieses dritten Korpers, der
Schwierigkeit seiner experimentellen Erfassung und allgemein giiltigen makroskopischen
Beschreibung wird an den priméren geometrischen Forderungen der Kontaktkinematik

weiterhin festgehalten.

Abbildung 3.1 zeigt zwei Koérper k = I, Il vor und nach erfolgter Deformation, wobei
ein unzuliissigen Bereich D = B! U B! in der aktuellen Konfiguration entsteht. Ohne
Beriicksichtigung der Kontaktkinematik stellen beide Momentankonfigurationen a priori
Gleichgewichtskonfigurationen der Korper dar. Auf der Grundlage dieser von Chandrase-
karan et al. [16] bezeichneten Pseudo-Konfigurationen kann im kontinuumsmechanischen
Sinn erst weiter gearbeitet werden, wenn von jedem Korper ein Teil seiner Deformati-
on zuriickgefithrt werden kann, so dass eine physikalisch zulédssige Kontaktkonfiguration

gemif (3.3) und (3.5) entsteht.

Die globalen geometrischen Zwangsbedingungen (3.3)-(3.5) werden durch eine lokale Ab-
standsfunktion g(x’, x”,t), mit der das gegenseitige Durchdringen der Kontaktkérper in
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der Momentankonfiguration post festum erfasst werden kann, mathematisch umgesetzt.
Geeignete Abstandsmafle werden dabei erst im Rahmen des zur Losung des Kontaktpro-
blems verwendeten rdumlichen Diskretisierungsverfahrens und der mit ihr einhergehenden
Oberflachendiskretisierung formuliert und linearisiert Eterovic/Bathe [27), Ju/Taylor [52].
Unter Voraussetzung der Erfiillung von (3.3) und (3.5) lassen sich die kontinuumsmechani-
schen Grundlagen auch auf Festkorperkontaktprobleme in der Form anwenden, dass jeder
Korper als eigenes Kontinuum betrachtet wird und die Kontaktfliche als Interface die
Feldprobleme miteinander koppelt. Die Identifizierung einer Feldgrofie mit einem Kon-
tinuum iiber den Index k soll in den folgenden Darstellungen erst wieder Verwendung
finden, sobald fiir die Beschreibung der Kontaktmechanik eine Unterscheidung einzelner

Kontinuua notwendig wird.

3.1.2 Deformation

Die zentrale Gréfle zur Beschreibung der bei einer Deformation auftretenden lokalen kine-
matischen Verdnderungen sind der materielle Deformationsgradient F(x%, t) und der rium-
liche Geschwindigkeitsgradient L(x, t). Der Deformationsgradient entwickelt sich aus (3.1)
iiber die partielle Ableitung des Ortsvektors x nach den materiellen Koordinaten. Uber

den Nabla-Operator ldsst sich F in Form eines dyadischen Produktes
F(x,t) := (x ® Vi) = Grad x(x, t) (3.7)
oder in der Betrachtung der Differentiale der Ortsvektoren
dx = Fdx (3.8)

als linearer Operator definieren. Mit der Existenz der Inversen von F ist fiir die Jacobi-
Determinate J = det F # 0 zu fordern. Zur Berechnung der Komponenten des Deforma-

tionsgradienten wird ein Verschiebungsfeld

u(x,t) = x(x,t) — % (3.9)
eingefiihrt und (3.7) mit (3.1) in der Form

F(x,t) =1+ Gradu (3.10)

darstellbar. Uber die materielle Zeitableitung von (3.8) entsteht der riumliche Geschwin-

digkeitsgradient

dx =F dkx =Ldx . (3.11)
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Im Gegensatz zu F, der ein materielles Linienelement dx% in die Momentankonfigura-
tion transformiert, wirkt L auf das Linienelement dx der Momentankonfiguration und

bestimmt seine Geschwindigkeitsinderung.

3.1.3 Starrkorperkinematik

Fiir einen Starrkdrper wird der Deformationsgradient {iber die polare Zerlegung F = R U
mit dem orthogonalen Rotationstensor R identisch, da im Fall reiner Starrkérperdeforma-
tionen die Linienelemente dx bzgl. der Referenzkonfiguration unverzerrt (U = 1) bleiben
miissen. Fiir L entsteht die Identitdt mit dem antisymmetrischen Drehgeschwindigkeits-

tensor W, dem iiber das duflere Produkt ein Drehgeschwindigkeitsvektor w
W dx = w X dx = dx (3.12)

zugeordnet werden kann. Der Drehgeschwindigkeitsvektor legt die aktuelle Lage der Dreh-
achse im Raum fest. Fiir einen Punkt x, der den Abstand dx vom momentanen Drehpol
hat, gibt (3.12) die Rotationsgeschwindigkeit des Punktes an. dx hat dabei die Richtung

der Normalen, die auf der von w und dx aufgespannten Ebene steht.

Da Translationsbewegungen durch F nicht erfasst werden, wird zur Beschreibung der
Gesamtbewegung eines Starrkorpers B ein intrinsisches kartesisches KOS eingefiihrt und
zweckméfigerweise im Schwerpunkt S von B verankert. Die Orientierung der raumfesten
Basis é; lisst sich iiber den eigentlich orthogonalen Drehtensor Q in die intrinsische Basis

e; gemif

in Beziehung setzen. Mit dem Ursprungsvektor x,, der die Verschiebung des raumfest-
en zum intrinsischen KOS erfasst, kann die Lage eines Punktes x in der Momentan-

konfiguration
x=%+Q r=x,+1 (3.14)
und iiber die Zeitableitung seine Geschwindigkeit
X=X +wxTt (3.15)

angegeben werden. Der Ortsvektor T beschreibt dabei die Lage des Punktes x bzgl. des

intrinsischen KOS mit der Komponentendarstellung bezogen auf das raumfeste KOS. Die
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Komponentendarstellung von # bzgl. des intrinsischen KOS folgt analog (3.13) aus
r=Qf . (3.16)

Durch (3.15) wird die Geschwindigkeit eines Punktes x in eine Translationsgeschwindigkeit
des Bezugspunktes X, des intrinsischen Basissystems und in eine Winkelgeschwindigkeit

w bei festgehaltenem Bezugspunkt S aufgespalten.

3.1.4 Kinematik des Rollprozesses

Eine reale Modellbildung der Bewegung des Richt- oder Walzguts durch die Richt- bzw.
Walzanlage, ist hinsichtlich der numerischen Umsetzung durch einer materiellen Beschrei-
bung schwierig. In der mathematischen Modellbildung wird deshalb der Rollprozess als
Bewegung der starren Rollen iiber das deformierbare Richt- oder Walzgut dargestellt. In
dieser Modellbildung muss ein Anstellprozess der Rollen der eigentlichen Rollkinematik
vorgeschaltet werden, um z.B. die einzelnen Richtrollen in den gewiinschten Anstellgrad
des Richtprozesses zu bringen. In der Modellbildung der Drehbewegung wird der raum-
feste Drehpol einer Richtrolle S zu einem momentanen Drehpol M in der Kontaktfléche.
Findet eine gleitfreie Drehbewegung statt, beschreibt die Bahnkurve eines Oberflichen-
punktes der Richtrolle eine gewdhnliche Zykloide. Uber die Abwicklung des tatsichlich
zuriickgelegten Rollweges kann die Rotationsbewegung als eine dquivalente Translation
der Rollenachse iiber (3.15) dargestellt werden. Zur Modellierung des Rollenrichtprozes-
ses verbleiben somit die Anstellphase und die Rotationsphase der Rollen, fiir die jeweils

eine Abstandsfunktion zur Priifung der Kontaktkinematik aufgestellt werden muss.

Unter Anwendung eines Zylinderkoordinatensystems (ZKOS) wird die Lage eines belie-
bigen Punktes (Index s) auf der Rolloberfliche x € dB” iiber den Ortsvektor bzgl. des
intrinsischen ZKOS

xT =1, (0*) = 2'(0*) &, (3.17)

S

darstellbar. Uber die partiellen Ableitungen von (3.17) entsteht in bekannter Weise ein

ortsabhéngiges Dreibein mit den kovarianten Tangentenvektoren

or aH

17 S «
a, =Tep= ——r e, = 3.18
« s, 90 ta || ag || ( )

und dem Normaleneinheitsvektor

n’ =e, xe,. (3.19)
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Mit Hilfe der kovarianten Koeffizienten des Metrik- und des Kriimmungstensors

mil, —alleall | bl —nlleall (3.20)
lassen sich die metrischen Eigenschaften der Oberfliche charakterisieren. Hat sich eine
Kontaktzone zwischen Rolle und Richt- bzw. Walzgut ausgebildet, so kann unter Einbe-
ziehung des intrinsischen ZKOS die Lage der Oberflichenpunkte, die in der Kontaktfliche
liegen, analog (3.14) mit

x!=x"+¢t, VxleodB, |, (3.21)

c =

T_xTi¢, vV xITcoB, (3.22)

s —

X

angegeben werden. Hierbei beschreibt xZ € B! die aktuelle Lage der Rollenachse, t. die

Lage eines Punktes (Index c) des Richtguts x. € 9B,. Fiir ihre Geschwindigkeiten folgt

x=%0 4 f,=%" 11, vV x!edB. |, (3.23)
XT=x" yi,=x"+w'x#t, VxledB, . (3.24)

I

Der zweite Term der rechten Seite f‘u beriicksichtigt eine Geschwindigkeitsinderung von x,

I

infolge Gleitbewegungen. Dieser Term verschwindet im Fall eines Haftkontakts x! = x!

bzw. . = T, so dass nach einer zeitlichen Integration der Verschiebungspfade die Wege
der Oberflichenpunkte von x7 und x! identisch sind. Somit gilt im Fall einer gleitfreien

Kontaktbewegung

X =% =3+ W x ¢, v xI=xleoB, . (3.25)

c s s

Der Gedanke, dass im Haftkontakt eine eindeutige Zuordnung von Kontaktpunkten mog-
lich ist, wird zur Konstruktion der a priori unbekannten Kontaktfliche zwischen Rolle und
Richtgut ausgenutzt. Da die Kontaktfliche bzw. die Kontaktpunktpaarungen zunéchst
unbekannt sind, miissen diese - iiber ihre unbekannten Durchstofpunkte - konstruiert
werden. Die Konstruktion der Durchstofpunkte wird fiir die jeweiligen Prozessphasen im

Folgenden néher erldutert.

3.1.4.1 Kontaktkinematik der Anstellphase

In der Anstellphase w’ = 0 bildet sich mit fortschreitender Anstellung eine gekriimmte
Kontaktoberfliche zwischen dem deformierbaren Kérper B! und der Rolle B aus. Die
Kriimmung der Rolle bestimmt dabei die Form der Kontaktoberfliche, unbekannt bleibt
ihre Grofle.



J.1 KinematlKk

Durch Vorgabe eines Richtungsvektors der Bewegung &, z.B. der Anstellrichtung, und

é; = e3 X a lésst sich unter Auswertung der Nebenbedingungen

(rc_ik's)°ét = 0 y (3.26&)
Ir |l = Jlxsll (3.26b)

mit (3.21) der unbekannte Durchstopunkt bestimmen. In Analogie der Bewegung von
Kontaktpunkten in einer Haftzone nach (3.25) motiviert sich (3.26a) iiber die Konstrukti-
on einer fiktiven Rollenkonfiguration B, in (Abb. 3.2) als Strich-Punkt-Linie dargestellt.

Abb. 3.2: Kontaktkinematik infolge einer Durchdringung der Kontaktkérper in der Anstellphase

Dabei stellt f-s den fiktiven Ortsvektor dar, der den fiktiven Erstkontakt des Kontakt-
punktes x! mit der Rollenoberfliiche im unbekannten DurchstoBpunkt x7 von (3.26a)
beschreibt. Da der Anstellweg aus der vorgegebenen fiktiven Rollenkonfiguration in die
Momentankonfiguration nun bekannt ist, ist auch der Verschiebungspfad von xZ eindeutig
bestimmbar. Unter der Annahme eines iiber den Verschiebungsweg besténdigen Haftkon-
takts zwischen x/ und x wird der Verschiebungspfad von x! mit dem von x identisch.

Mit der Projektion der Vektordifferenz bzgl. der Anstellrichtung

ga:(rc_rs) *a (327)
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lisst sich so der kinematische Kontaktzustand jedes potentiellen Kontaktpunktes xZ durch

die Fallunterscheidung in den Zustandsmengen

Penetration: I, ={x.] g.<0; x.eB nB"} (3.28a)
Kontakt: I. ={x!| g.=0; x'ecoB, } (3.28b)
Gap: I, ={x!| g.>0; xleB"\B"} (3.28¢)

definieren. Punkte, die zur Menge I, gehoren, erweitern die Menge I. der aktiven Kon-
taktpunkte. Eine alternative Vorgehensweise liegt in der Verwendung der kinematischen

Kontaktbedingung

gn=(rc—1T,)em, | (3.29)
die analog (3.27) den Kontaktzustand in den Zustandsmengen (3.28a)-(3.28¢) liefert. Das
Abstandsmaf g, in (3.29) wird hier im Gegensatz zu (3.27) in klassischer Weise entlang
der Oberflichennormalen n. = n/ gemessen. Da die Oberfliichennormale nur in einem
Punkt mit der Bewegungsrichtung n. = & iibereinstimmt, ergeben sich aus (3.27) und
(3.29) unterschiedliche Abstandsmafe. Aufgrund des noch unbekannten Kontaktspan-
nungszustands liefern die beiden geometrischen Abstandsmessungen (3.27) und (3.29)
unterschiedliche Ansétze zur Approximation des unbekannten Kontaktverschiebungsfel-
des. Da der Ansatz in (3.27) sich physikalisch {iber die Bewegungsrichtung der Rolle

motiviert, wird er als der sinnvollere Ansatz fiir eine numerische Umsetzung angesehen.

3.1.4.2 Kontaktkinematik der Rollphase

Bei einer gleichféormigen Drehbewegung der Richtrolle um ihre raumfeste Achse kann die

Geschwindigkeit der Rollenoberfléichenpunkte nach (3.24) mit

X" = w! x #, (3.30)

s =

angegeben werden. Die Bahngeschwindigkeit ldsst sich in der Komponentendarstellung

bzgl. des ZKOS iiber den Rollenradius 7# und den Wéilzwinkel ) mit w? = 1/;e3
1% =8 =74 (3.31)

darstellen. Beschreibt % die Achslagen in der neu gewihlten Referenzkonfiguration am

Ende der Anstellphase, so kann die Verschiebung ul der Achse bzgl. X7 aus

xT =z 4 u? (3.32)

T T T
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berechnet werden. Erfolgt die Drehbewegung bei gehaltener Anstellung, ist die Richtung
des Verschiebungsvektors u, vorgegeben. In einer konformen Abbildung der Rotations-
bewegung muss der Betrag der Verschiebung der Rollenachse identisch sein mit dem im
betrachteten Zeitinterval zuriickgelegten Bahnweg s eines Punktes x7 € BT auf der

Rollenoberfliche. Es gilt dann
W=x"=w!xt, . (3.33)

Infolge der Rollenrotation wird die Kontaktfléche in einen Einlaufbereich, in dem stéindig
neue Kontaktpaarungen gebildet werden, und in einen Auslaufbereich, in dem ein kon-
tinuierlicher Abloseprozess stattfindet, unterteilt. Kontaktpunkte, die im Einlaufbereich
der Rolle liegen, bleiben wéhrend einer Drehbewegung mit der Rollenoberfliche in Kon-
takt. Die Geschwindigkeit der Kontaktpunkte folgt aus (3.24) und erlaubt im Fall eines
Kontakts im Einlaufbereich die Aufspaltung in

X! = %I 4§, 4 Fop (3.34)

mit der Drehgeschwindigkeit der Rollenpunkte
fop =Wl X B, . (3.35)

Unter der Annahme t,, = 0 eines idealen Haftkontakts ist (3.34) wieder integrierbar. Der
Verschiebungspfad u! des aktiven Kontaktpunktes x! € 0B, der nicht im Auslaufbereich
der Kontaktfliche liegt, ist somit an den Weg seines Fiihrungspunktes x! € 9B, iiber
(3.33) direkt gebunden. Weitere Kontaktpunkte x! € I,, die vor dem Einlaufbereich
liegen, werden infolge der Drehbewegung mit der Rolle in Kontakt treten. Mit Hilfe der
Nebenbedingungen

*

(re—rs)ed = 0 (3.36a)
el = x|l (3.36b)

ldsst sich in Analogie zur Anstellkinematik eine fiktive Rollenkonfiguration r, € OB
konstruieren, in der ein Penetrationspunkt x! die Bedingungen eines fiktiven Kontakt-
punktes x! = x/ erfiillt (Abb. 3.3). Die Projektion der Vektordifferenz aus (3.36a) in die
Rollebene des Momentandrehpols D

S=(r,—r,)*8 (3.37)
erlaubt die Definition eines Kontaktzustands s = g, mit den Zustandsmengen (3.28a)-

(3.28¢). Im Fall der Penetration kann s als Rollweg interpretiert werden, den x/ bei einer
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Drehung aus der fiktiven in die aktuelle Rollenlage zuriicklegen muss. Unter Annahme

eines Haftkontakts liefert die Integration der Gleichung

X
%
@

(3.38)
den Verschiebungspfad eines Kontaktpunktes unter Erfiillung der Nebenbedingung
luf [ =] " xr,[|=5 . (3.39)

Abbildung (3.3) veranschaulicht graphisch den Fall der Durchdringung im Einlaufbereich
der Rolle.

Abb. 3.3: Kontaktkinematik nach einer Durchdringung in der Rotationsphase

3.1.5 Verzerrungen

Eine Forménderung kann durch die Darstellung der quadrierten Linge eines differentiellen

Ortsvektors dx in der Momentankonfiguration B mit (3.8) durch
| dx ||* = dx e dx = d%+C d% (3.40)

erfasst werden. Der Betrag des differentiellen Linienelementes || dx || in B ist nur dann mit

dem Betrag von || dx || identisch, wenn der rechte Cauchy-Green-Tensor

C:=F'F =U? (3.41)
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zum Einheitstensor 1 in (3.40) wird. Jede Abweichung, C # 1, zeigt eine Forménderung

an. Aus der Differenz der Betragsquadrate

| dx ||* — || d%||* = d% e (C — 1) d%k (3.42)

motiviert sich der symmetrische materielle Green’sche Verzerrungstensor

E .= % c-1) . (3.43)

Mit (3.41) und (3.10) wird seine geometrisch nichtlineare Form in Abhingigkeit des Gra-

dienten des Verschiebungsvektors darstellbar
E = %{ Gradu + Grad’u + Grad'u Gradu} : (3.44)
Die materielle Zeitableitung von (3.43) liefert fiir die Verzerrungsraten
E = % C . (3.45)

Die so definierten Deformationstensoren C und E liefern rotationsfreie Deformationsmaifle,

die eine Formulierung von Materialgesetzen erleichtert.

3.2 Kinetik

3.2.1 Spannungen

Die Betrachtung von Oberflichenkriften pro Flicheneinheit fiihrt auf den Begriff des
Spannungsvektors t [2, 8]. Neben einer moglichen Zeitabhéingigkeit ist der Spannungsvek-
tor im Allgemeinen vom Ort x und von der Orientierung des Fléachenelements da = n da,
durch die Richtung der nach auflen zeigenden Normale n angegeben, abhéingig. Wird
ein Kontinuum durch eine Schnittfliche gedanklich in zwei Teile zerlegt, so gilt auf der

Schnittflache
t(x,n) = —t(x,—n) . (3.46)

Auf beide Teilkérper wirkt der Spannungsvektor mit dem gleichen Betrag, aber entgegen-
gesetzter Richtung. Uber das Cauchy-Theorem

t(x,n) = nT(x) in B (3.47)
wird der Zusammenhang zu dem von n unabhingigen Cauchy-Spannungstensor T herge-

stellt. Analog (3.46) gilt auf der Oberfliche 0B,, auf der eine duflere Belastung t angreift,
die statische Randbedingung

t(x,n) — t(x,n) =0 auf 0B, . (3.48)
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3.2.2 Kontaktspannungen

Befinden sich die Kérper B und BY im Punkt x, = x! = x” miteinander in Kontakt,
so stehen sie iiber die sich in der Kontaktfldche ausbildenden Kontaktspannungen analog

(3.46) in Wechselwirkung miteinander. Mit n, := nf = —n! gilt

tc = tH(Xc; nc) — _tg(xw —l’lc) auf ch ) (349)

C

wobei tZ die Kontaktspannung darstellt, die der Képer B! auf den Kérper B im Punkt
X, ausiibt. Wie in Abbildung 3.4 dargestellt, wird der Kontaktspannungsvektor t. bzgl.

Abb. 3.4: Darstellung der Kontaktspannungen im lokalen Oberflichenkoordinatensystem,

des lokalen Oberflichenkoordinatensystems (3.18), (3.19) additiv zerlegt
te=0,n.+oval =t, +t, : (3.50)
Die Normal- und Tangentialkomponeten berechnen sich aus
o, = t.on, , oF = t.ea* . (3.51)

Tribologische Untersuchungen zur Bestimmung der Eigenschaften und Merkmale der in
der Kontaktzone ablaufenden Wechselwirkungsprozesse in Kragelski [65] zeigen, daf fiir

quasi-statische Normalkontaktbedingungen

gilt. Darin stellt 0,; die experimentell zu bestimmende aufnehmbare Zugspannung dar.
Da fiir viele Stoffpaarungen die Adhésionswirkung in Normalenrichtung in der Kontakt-
zone sehr klein ist, wird in der Kontaktmechanik mit der klassischen Druckspannungs-

bedingung G, = 0 gearbeitet. Hierfiir wurde von Duwvaut/Lions [25] die Bezeichnung
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unilateraler Kontakt eingefiihrt, der heute als Bezeichnung fiir Kontaktprobleme, bei de-
nen einer der beiden Kontaktpartner als Starrkorper betrachtet wird, dient. Wird der
Kontakt unabhingig von der Richtung der Normalspannung ¢, aufrechterhalten, so wird
dies von den Autoren als bilateraler Kontakt klassifiziert und heute zur Kennzeichnung
des Kontakts zwischen deformierbaren Korpern verwendet. In der makroskopischen Be-

trachtungsweise wird der Kontakt in tangentialer Richtung als

reibungsfreier Kontakt: oy = 0 (3.53)

Reibkontakt: || t|| < [Tkl (3.54)

idealisiert. Dabei stellt Ti,; die experimentell ermittelte Tangentialspannung dar, bei der
eine irreversible Relativbewegung der Kontaktoberflichen einsetzt. Die Zeitableitung von

(3.50) liefert
\4 .
to=t.-Wt, , (3.55)

mit der objektiven Spannungsrate t. = —d, n. + d§ all. Der zweite Term in (3.55)
beriicksichtigt die Anderungen der Kontaktspannungen infolge einer Rotation der lokalen

Referenzbasis auf der Kontaktflache.

3.2.3 Bewegungsgleichung

Nach dem Impulserhaltungssatz wird die zeitliche Anderung des Impulsvektors f; durch
die am Korper einwirkenden f, Volumen- und f, Oberflichenkrifte hervorgerufen. Wirkt

am Korper das Beschleunigungsfeld b, so gilt nach dem Impulserhaltungssatz

%[/pmv]:/pde/tda : (3.56)

B B oB
—— — N —

fz' fv fa
Die Geschwindigkeit eines Punktes ist dabei {iber die materielle Zeitableitung

. 0x(x,1)
X =

(3.57)

% =fest
definiert. Mit dem Cauchy-Theorem (3.47) und dem Gaufl’schen Integralsatz [23] wird

das Oberfléchenintegral in ein Volumenintegral

f, = /t da = /TTn da = /diVTT dv (3.58)
oB oB

B
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tiberfithrbar. Mit dem Reynolds’schen Transporttheorem [8] und der Einbeziehung der

Kontinuitdtsgleichung aus der Massenbilanz
p+pdivi =0 (3.59)
entsteht fiir die Zeitableitung des Impulsvektors in (3.56)

fi:%[/p}'( dv] :/pi'c dv . (3.60)

B B
Mit (3.58) und (3.60) entsteht aus (3.56 das integrale Gleichgewicht fiir ein beliebiges

Kontinuum, dessen lokale Darstellung
divI” + pb = p% (3.61)

als 1. Bewegungsgleichung von Cauchy bezeichnet wird. Nach der 2. Bewegungsgleichung
von Cauchy ist die Bilanz des Drehimpulses [8] dquivalent mit der Symmetrie des Cauchy-

Spannungstensors
T=T" . (3.62)

Fiir quasi-statische Kontaktprobleme lassen sich nun unter Einbeziehung der kinema-
tischen (3.3)-(3.5) und dynamischen (3.52)-(3.54) Kontaktbedingungen die lokalen Be-
dingungen eines Gleichgewichtszustands zusammenstellen. So erfiillt ein quasi-statischer

Gleichgewichtszustand zweier in Kontakt stehender Festkorper k = I, IT die

Gleichgewichtsbedingungen
divI*+p*b = 0 in B, (3.63)
die vorgegebene Spannungsrandbedingungen

th—t* = 0 auf 0B~ (3.64)

gu(x,8) > 0V x“e 9B (3.65)
und die Kontaktspannungsbedingungen im Fall des Kontakts g, =0

tl+tf = 0 auf 0B, , (3.66)
On < Ohoi auf 9B, (3.67)

| o®al || <| Tk auf 0B, . (3.68)
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Aufgrund der Nebenbedingungen (3.65)-(3.68) wird das Kontaktproblem auch fiir line-
ar elastische Materialien nichtlinear und analytische Losungen lassen sich nur noch fiir

wenige Spezialfille angeben (Johnson [50]).

Uber eine Variationsformulierung der lokalen Gleichgewichtsbedingungen wird die Ba-
sis fiir die Entwicklung von N#herungslosungen gelegt. Variationsformulierungen miissen
infolge der Ungleichungsnebenbedingungen und des dissipativen Charakters reibungsbe-
hafteter Kontaktprobleme streng genommen als Variationsungleichung formuliert werden,
sieche Duvaut/Lions [25], Oden/Kikuchi [87] und Klarbring [61]. In der mathematischen
Programmierung, die sich mit der Losung von Optimierungsproblemen mit und ohne Ne-
benbedingungen befasst, finden sich verschiedene Methoden und Algorithmen zur Losung
von Variationsgleichungen und Variationsungleichungen. Zu ihnen zdhlen unter anderem
die Optimierungsverfahren, die auf der Active-Sets-Strategie aufbauen. Mit dieser Me-
thode lassen sich Ndherungslosungen von Variationsungleichungen wieder auf der Basis
von Variationsgleichungen entwickeln. Der Vorteil dieser Optimierungsstrategie liegt da-
bei auf der Verwendung der bekannten Gradientenverfahren vom Netwon-Raphson-Typ,
die in vielen rechnerunterstiitzten Losungsverfahren stabil und ausgetestet implementiert

vorliegen.
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4 Materialgleichungen

4.1 Stoffgesetze des Kontinuums

Im Rahmen dieser Arbeit wird der Rollenrichtvorgang als isothermer Prozess idealisiert.
Durch die Entkoppelung thermischer und mechanischer Variablen wird fiir die materialbe-
schreibenden Gleichungen ein direkter Zusammenhang zwischen den im Kérper wirkenden
Spannungen und seiner Bewegung herstellbar. Die mechanischen Stoffgesetze klassischer
Kontinua sind mit der Massen-, Impuls- und Drehimpulsbilanz vertrédglich. In der deduk-
tiven Ableitung, Giesekus [34], motiviert die Definition einer massenspezifischen Span-

nungsleistung w

w =

lT-D:los-E (4.1)
P p

eine Ausgangsgleichung zur Formulierung von Stoffgesetzen. Durch (4.1) wird dem Span-
nungstensor einer Bezugskonfiguration eine arbeitskonforme kinematische Grofle zugeord-
net. Nach der massenspezifischen Spannungsleistung ist die Green’sche Verzerrungsrate E
mit dem 2. Piola-Kirchhoff’schen Spannungstensor S durch ein Stoffgesetz zu verkniipfen.
Fiir weitere Uberlegungen ist das Entropiekonzept von grundlegender Bedeutung, das in
Form einer Ungleichung die ablaufenden Energietransformationen in realen Prozessen als
irreversibel charakterisiert. Wird die Spannungsleistung nach Lehmann [72] additiv in

einen reversiblen und einen irreversiblen Anteil aufgespalten
W = ¢ + " (4.2)

so kann infolge der Entropieproduktion in einem isothermen Prozess die irreversible in
Wirme umgewandelte Spannungsleistung ™" > 0 nicht negativ sein. Ein Konzept zur
Beriicksichtigung dissipativer Effekte in Stoffgleichungen basiert auf der Existenz soge-
nannter interner Variablen, die in Evolutionsgleichungen definiert werden und die Ent-

wicklungen von irreversiblen Prozessen im Material beschreiben.
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4.1.1 Elastisches Materialmodell

Im Rahmen der Elastizitdtstheorie, Ogden [89], kann fiir ein isotropes Material im Fall
kleiner Verzerrungen und einer spannungsfreien Ausgangskonfiguration der Spannungs-

zuwachs iiber ein linear elastisches Stoffgesetz
S=Xtr(E°)1+2,E° =C°E° (4.3)

mit den zwei klassischen Lamé-Konstanten A und 4 und dem Hooke’schen Elastizitétsten-

sor
C =)21®1+2u1 (4.4)
berechnet werden. Mittels eines vierstufigen Tensors
1
IH:][—§1®1 (4.5)
ergibt sich fiir die Rate des deviatorischen Anteils die Beziehung

SP =2uHE® . (4.6)

4.1.2 Elasto-plastisches Materialmodell

Eine deduktive Formulierung elastisch-plastischer Materialmodelle finiter Deformationen
basiert heute im Allgemeinen auf der multiplikativen Aufspaltung des Deformationsgra-
dienten in einen rein elastischen und einen rein plastischen Operator nach Lee [71]. Uber
dieses Konzept wird eine spannungsfreie fiktive Zwischenkonfiguration eingefiihrt, um ela-
stisches und plastisches Deformationsverhalten in der mathematischen Beschreibung ge-
geneinander abgrenzen zu kénnen und so eine separate Formulierung von Teilstoffgesetzen
fiir finite Deformationen zu ermoglichen. Infolge der Aufspaltung werden die auf den
Deformationsgradienten beruhenden Deformations- und Verzerrungsgréfien entsprechend

erweitert und neu definiert, Simo [102].

Im Rahmen einer Theorie kleiner Verzerrungen werden die Zuwéchse der Gesamtverzer-
rung additiv und eindeutig in physikalisch deutbare, rein elastische und rein plastische

Anteile aufgespalten

E=E" +E . (4.7)
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4.1.3 Flie3bedingung

In der geschwindigkeitsunabhéngigen Formulierung elasto-plastischer Stoffgesetze wird
mit Einfiihrung der FlieBbedingung und der Belastungsbedingung das Kriterium zur Be-
stimmung des elastischen bzw. plastischen Materialverhaltens festgelegt. Die FlieSbedin-
gung wird als Funktion ¢ in Abhéngigkeit des aktuellen Spannungszustands S und zusétz-

licher interner Variablen a; beschrieben. In Form einer Fallunterscheidung

< 0 elastisch
0 plastisch (4.8)

> 0 wunzuldssig

® =& (S, o)

wird der Spannungszustand der aktuellen Konfiguration mit Hilfe der Flielbedingung
charakterisiert. Fiir metallische Werkstoffe ldsst sich die Flieffunktion, Chen/Han [17] in

zwei Anteile zerlegen
B (S,a:) = f(S7,A",) —k(eh) . (4.9)

Zur Beschreibung der Fliefifliche werden die deviatorischen Spannungsanteile S”, ein
Verfestigungstensor AP sowie die skalare plastische Vergleichsdehnung €? benutzt. Die
Lage der Fliefliche ¢ im Spannungsraum wird dabei iiber f(S?, AP) bestimmt und iiber
k(e?) ihre Form. Der Spannungsdeviator kann mit(4.5) aus dem 2. Piola-Kirchhoff’schen

Spannungstensor berechnet werden
SP=HS . (4.10)

Im Rahmen der Theorie kleiner Verzerrungen kann die Flieflfunktion mit einem reduzier-

ten symmetrischen deviatorischen Spannungstensor

SP = (sP —AD) | (4.11)
einer von-Mises-Flie8bedingung und einer gemischten Verfestigung formuliert werden

B (SP, AP, eD) = | SDH—\@ (e =0 . (4.12)

Im Fall einer rein isotropen Verfestigung ist AP = 0. Im Fall einer rein kinematischen

Verfestigung ist 0, (£?) eine Konstante.

4.1.4 Flief3gesetz

Als Evolutionsgleichungen dienen Fliefigesetze, mit deren Hilfe der Zuwachs und die Rich-

tung der plastischen Verzerrungen bestimmt wird. Wird die Normalenregel zur Bestim-
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mung der plastischen Verzerrungen verwendet, so gilt

. 0

unter Verwendung von
sP ST

Die FlieBbedingung nimmt in (4.13) die Rolle eines plastischen Potentials fiir E” ein, in
der die Richtung der Verzerrungszuwichse koaxial mit der aktuellen deviatorischen Span-
nungsrichtung vorgegeben werden. Infolge der Entropieaussage folgt aus der Betrachtung

der Rate der plastischen Arbeit unter Anwendung der Fliefiregel (4.13)
WP =SeE’ =5S«N >0 (4.15)

und unter Beachtung der unilateralen Bedingung fiir den plastischen Multiplikator
=0 = ~52>0
45{<0 - 40 (4.16)
Zur Bestimmung des unbekannten Multiplikators ¥ wird die Konsistenzbedingung

. 9P . 0D . 0b doy .,
@—a—s S+8—A A+80'V d(—,\’,’ €v—0 (417)

mit Hilfe von Verfestigungsregeln und der Flieregel entwickelt und nach 7 aufgelost.

Durch eine lineare kinematische Verfestigungsregel von Prager [92]
AP =¢EF | (4.18)

mit einem konstanten Verfestigungsparameter ¢, wird eine Translationsbewegung der
FlieSfliiche bei Erhaltung ihrer Grofie, Form und Orientierung beschrieben. Uber die Ra-

tenformulierung einer eindimensionalen Vergleichsspannungs-Dehnungsbeziehung
o, =E, &’ (4.19)

wird der plastische Modul E, = do, /de? definiert. Durch den Vergleich der eindimensio-
nalen plastischen Arbeitsrate mit (4.15) entsteht

. 1 4

g=5—SPN . (4.20)
Mit der Substitution von (4.20), (4.18) und (4.13) in (4.17) folgt aus der Konsistenzbe-
dingung mit (4.12) die Bestimmungsgleichung fiir +

7':%N-SD : (4.21)
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Hierin wird ein in Abhéngigkeit der gew#hlten Materialverfestigung zu bestimmender

Verfestigungsparameter H

2
H = ac+(1—a)§Ep (4.22)

eingefiihrt. Im Fall einer rein kinematischen Verfestigung ist « = 1 und H = ¢, im Fall
einer rein isotropen Verfestigung ist o« = 0 und H = % E,. Zur vollstdndigen Beschreibung
des elastisch-plastischen Materialverhaltens wird neben der Identifikation lokaler elasti-
scher und plastischer Materialbereiche durch die Flieibedingung die Art der plastischen
Deformation mit Hilfe eines Be- und Entlastungskriteriums charakterisiert

0 plastische Belastung

>
giS =0 ; NeS = 0 neutrale Spannungsdinderung . (4.23)
> 0 elastische Entlastung

4.2 Stoffgesetze des Oberflichenkontakts

Wechselwirkungen, die iiber die Oberflichen zweier Festkorper ablaufen, werden durch
die Diskretheit des Kontakts lokalisiert und durch eine gegenseitige Anniherung der
Oberflichen sowie durch die Ausbildung von Adhésionsbriicken in den Kontaktstellen
auf Mikroebene charakterisiert. Temperatur, Relativgeschwindigkeit der Kontaktkorper,
umgebendes Medium sowie Dauer des Kontaktes sind nur einige Einflussgréfien, die den
Zerstorungs- und Neubildungsprozess der Kontaktstellen beeinflussen und zur Verdnde-
rung der physikalischen Eigenschaften des Oberflichenkontakts beitragen. Im Zuge der
kontinuumsmechanischen Beschreibung des Kontakts werden in Anlehnung an die Kon-
taktkinematik Stoffgesetze des Oberflichenkontakts in Normal- und Tangentialrichtung
benotigt.

4.2.1 Materialverhalten in Normalenrichtung

Unter dem Einfluss steigender Normalbelastung werden die sich beriihrenden Unebenhei-
ten zweier rauer Oberflichen geglittet. Die Anndherungsphase ist mit Verformungen und
gegenseitigem Eindringen der sich beriihrenden Unebenheiten verbunden. Nuri/Halling
[86] untersuchen die Steifigkeit von rauen Stahloberflichen bei der Anniherung unter
reiner Normalbelastung. Die experimentellen Ergebnisse sind in den Abbildungen 4.1
und 4.2 dargestellt. Sie zeigen, dass die Steifigkeit im Normalkontakt mit zunehmen-
der Rauigkeit abnimmt und mit zunehmender Belastung anwéchst. In Abbildung 4.2

werden elastische und plastische Anteile bei der Annéherung glatter (a) und rauer (b)
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Abb. 4.1: Anndherung von Stahloberflichen mit unterschiedlicher
Rauigkeit im Normalkontakt (Nuri/Halling [86])

Oberfldchen gegeniibergestellt. Aus dem Vergleich der beiden Diagramme wird deutlich,

dass bei glatten Oberfldchen 4.2(a) die Annidherung im Wesentlichen durch elastische,

bei rauen Oberfldchen durch plastische Deformationen der Oberflachenstruktur bestimmt

wird. Bei wiederholter Be- und Endlastung dominiert elastisches Materialverhalten, wobei

sich mit zunehmender Hérte die Steifigkeit verringert (Back et al. [5]).

(a) glatte Oberflache

200 [ plast.

150 [~ % ‘

Belastung [N]

a
o

100 [~ ¢

+ elast.

gesamt.

01 015

02 025

Annégherung [um]

Belastung [N]

200

150

100

a
o

(b) rauhe Oberflache

4 6 8 10 12
Annégherung [um]

Abb. 4.2: Elastische und plastische Anteile bei der Anndherung von Stahloberflichen
(Nuri/Halling [86])

In den wenigen experimentellen Untersuchungen zum Einfluss der Anndherung g auf

Reibungsprozesse werden von Back et al. [5] und Kragelski et al. [66] eine exponentielle

Abhéngigkeit von der Kontaktpressung o, vorgeschlagen
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gy, =a1 (0,)" +ay . (4.24)

Ihre Giiltigkeit beschrinkt sich dabei auf kleine Kontaktpressungen. Die experimentell
zu bestimmenden Koeffizienten a1, az,n in (4.24) sind von der Rauigkeit und dem Ma-
terial der Kontaktoberflichen abhingig. Fiir Oberflichenrauigkeiten im Bereich von 3-
20 um wird 0,3 < ay < 4, as=0 und 0,3 < n < 0,5 angegeben. Bei konstantem 1n=0,5
verhélt sich a; inversproportional zum Elastizitdtsmodul. Auf der Grundlage von Versu-
chen werden des Weiteren von den Autoren eine inverse Proportionalitit der Normalkon-
taktsteifigkeit zur Rauigkeit sowie eine Steifigkeitserh6hung bei Entlastung und erneuter
Druckbelastung festgestellt. Back et al. [5] entwickelten auflerdem fiir den elastischen Weg,
der sich bei wiederholten Be- und Entlastungsvorgingen einstellt, eine logarithmische Be-

ziehung

1 n
c=- ln(a—

I =7 ) (4.25)

a

mit zwei freien Konstanten a, b, die wiederum vom Material der Kontaktpaarung und der

Rauigkeit der Oberfliche abhéngig sind.

4.2.2 Materialverhalten in Tangentialrichtung

Experimentelle Untersuchungen von Back et al. [5], Courtney-Pratt/Fisner [19] und Kra-
gelski [65] befassen sich mit der Ermittlung der Abhéingigkeit zwischen der Tangential-
kraft und den Deformationen in tangentialer Richtung unter konstanter Kontaktpressung.
In den Untersuchungen wird eine relative Mikroverschiebung (Anfangsverschiebung) vor
Beginn des Gleitens beobachtet, deren Entstehungsprozess nicht eindeutig quantifiziert
werden kann. Im Anfangsstadium einer tangentialen Lastaufbringung zeigt sich eine di-
rekte Proportionalitdt zwischen der Schubkraft und der Anfangsverschiebung, die mit
steigender Belastung bis zum Erreichen eines Grenzwertes nichtlinear wird (Abbildung
4.3). Der Abschnitt 0A stellt den Bereich der Anfangsverschiebung dar, der die Bewegung
einleitet. Eine Variation der Versuchsanordnung zeigte, dass die Steifigkeit in tangentialer

Richtung sich mit zunehmender Normalbelastung vergrofiert.

In Versuchen mit zyklischer Tangentialbelastung wurde eine unvollstindige Riickfiihrung
der Anfangsverschiebung unter konstanter Normalbelastung beobachtet, die zu Hystere-

seerscheinungen in den Last-Verschiebungskurven fiihrt. Die Grofle des reversiblen und
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Abb. 4.3: Prinzipielle Abhdngigkeit der Anfangsverschiebung von der Tangentialbelastung
(Courtney-Pratt [19], Kragelski [65])

irreversiblen Anteils ist des Weiteren von der anliegenden Druckbelastung abhéngig. Hin-
sichtlich dieser Ergebnisse wird die Anfangsverschiebung ¢, allgemein in drei Anteile (eine
reversible Komponente gft nach Abnahme der Tangentialkraft, eine reversible Kompo-
nente gf" nach Abnahme der Normalkraft und eine irreversible Restverschiebung ¢! )

aufspaltbar

=9 +9" +9" . (4.26)
Hinsichtlich der Betrachtung von Stahlkontaktoberflichen lassen sich aufgrund obiger
Untersuchungen weitere Vereinfachungen angeben. So wurden bei Stahl/Stahlpaarungen
keine reversiblen Anteile in der Anfangsverschiebung gemessen, Kragelski [65], sondern nur
bei ungleichen Stoffpaarungen wie z.B. bei Stahl/Leder. Die Grenzwerte der Anfangsver-
schiebung lagen dabei im Bereich von 0,1 < ¢, < 40 pum, die aber auch Volumendefor-
mationen der Proben mit einschlieBen. Auch Courtney-Pratt/Eisner [19] klassifizieren die
Anfangsverschiebung bei metallischen Kontaktpaarungen im Wesentlichen als irreversibel
und beurteilen das Verhéltnis des reversiblen Anteils an der gesamten Anfangsverschie-

bung als bedeutungslos.

Zur Berechnung der tangentialen Widerstandskraft wiahrend einer Anfangsverschiebung

wird von Kragelski [66] ein zweigliedriger Ansatz vorgeschlagen
T=kg—c 920’ ) (4.27)

mit einer tangentialen Steifigkeit k; und einer flichenbezogenen Steifigkeit ¢;, die von der
Normalbelastung sowie vom Zustand der Kontaktoberflichen abhéngig sind. Fiir ebe-
ne Grenzflachen kann der Zusammenhang zwischen Schubkraft und Anfangsverschiebung

durch einen bilinearen Kurvenverlauf angenédhert werden. Ein Vergleich der experimentell
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Abb. 4.4: Bilineare Approximation der tangentialen Anfangsverschiebung an ebenen Grenz-
flichen (Courtney-Pratt [19] und Kragelski et al. [66])

ermittelten Energieverluste zeigte eine Proportionalitit des Grenzwerts der Anfangsver-
schiebung g; zur Normalbelastung. Diese Proportionalitéit konnte fiir eine Stahl/Stahlpaa-
rung in einer Modellbildung eines rauen elastischen Kontakts mit der Annédherung iiber

die Normalbelastung mit
gr o< | N |01 (4.28)

errechnet werden. In der gleichen Studie wird auch eine direkte Proportionalitit der

Grenzverschiebung zum Haft-Reibwert festgestellt.

4.2.3 Interface-Modellbildung

Aufgrund des auf Mikroebene erworbenen Kenntnisstandes trockener Oberfldchenreibung
bei Metallen wird fiir eine makrogeometrische Kontaktbeschreibung ein kontinuierliches 3-
Korpermodell (Abbildung 4.5) nach Danow [91] eingefiihrt. Dieses 3-Korpemodell besteht
aus einem Gleiter I und einem Grundkoérper I1, fiir die kontinuierliche Festkorpermodel-
le benutzt werden. Das mechanische Kontaktgebiet, innerhalb dessen die Unebenheiten
beider Korper iiber ihre Grenzschichten in Wechselwirkung miteinander treten, wird als
dritter Korper IIT (Interface) mit einer nicht verschwindenden Dicke t definiert. Bei der
trockenen Grenzschichtreibung wird im Rahmen der Kontaktmechanik die Existenz einer
Druckverteilung auf die Reibfliche immer vorausgesetzt und mit dieser eine Verteilung
der {ibrigen prozessbeschreibenden Groflen verbunden. In diesem Zusammenhang wird der
Kontakt als linearer stationdrer Kontakt bezeichnet, wenn der Zusammenhang zwischen
der relativen Ann&herung und der Normalbelastung linear ist und keine Verschleiflerschei-

nungen im Interface auftreten.
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Abb. 4.5: Vereinfachtes 3-Kérpermodell makrogeometrischer Kontaktuntersuchungen

Fiir die mathematisch-analytische Beschreibung eines quasi-statischen, kontinuierlichen
3-Korpermodells wird fiir das Interface ein Gleichungssystem aufgestellt. In ihm miissen
die kinematischen und dynamischen Gleichgewichtsbeziehungen formuliert werden, die
im Allgemeinen aus dem Kriftegleichgewicht, einem Gleitkriterium, einem Gleitgesetz,
Kontaktsteifigkeitsgesetzen, einem Verteilungsgesetz fiir die gegenseitige Annéherung so-
wie Gesetze fiir den Oberflichenverschleify bestehen. Die Auffindung zuverlissiger Bezie-
hungen zwischen den Kenngréflen fiir den kontinuierlichen Kontakt und den rechnerisch
schwer zuginglichen Kenngroflen des diskreten Kontakts ist Aufgabe derzeitiger tribo-
logischer Forschungsarbeiten. Aussagen bzgl. der Ubertragbarkeit der auf Mikroebene
entwickelten Beziehungen fehlen ebenso wie Gesetzmifigkeiten, die die Makrogré8en mit
den auf Mikroskala ablaufenden Prozessen und Parametern in Verbindung setzen. Er-
schwerend kommt hinzu, dass jede Anderung der Beanspruchungsbedingungen zu einem
erneuten Einlaufen im Anfangszustand der Reibung fiihrt, der im Sinne der Kontaktme-

chanik den Ubergang in einen stationiiren Endzustand des Gleichungssystems darstellt.

Eine erste Abschétzung der fehlenden Parameter wird auf der Basis idealisierter Mikrokon-
taktmodelle in Kragelski et al. [65, 66] durchgefiihrt. Die Komplexitét und Anwendungs-
restriktionen der dort entwickelten Gleichungen sowie die unvollstindige Quantifizierung
trockener Reibprozesse mag Ursache dafiir sein, dass Interface-Modelle heute immer noch

auf der Basis des klassischen Coulomb’schen Reibungsgesetzes formuliert werden.

In Normalenrichtung gilt dabei nach (3.49) und (3.51) im Fall des unilateralen Kontakts

t! +tHen, =0 mit 0, <0 . 4.29
(
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Fiir ein homogenes isotrope Oberflichenstruktur beschreibt ein Gleitkriterium vom Cou-
lomb’schen Typ

= 0 Gleiten

< 0 Haften (4.30)

T([na [ta ﬁz) =1I; — ,U/(Ina Ha Ar) I, {

das Reibungsverhalten iiber den Reibwert . Hierbei werden die Lingen der Komponenten

des Kontaktspannungsvektors t.
L=t L=t (4.31)

die Mikrohérte H und die realen Kontaktfliche A, verwendet. Wird der Reibwert p =
aqg nach der Adhésions-Deformationstheorie (2.4) mit p, = /7. und (2.3) umgeformt,
entsteht

AC o —
Mzcoﬁ (LA)™ ' +8 : m<1 . (4.32)

Der druckabingige Reibwert in (4.32) ist in Abhéngigkeit von mikro- und makroskopischen

Parametern zu berechnen. Mit Vorgabe einer Gleitregel

: ol,
pirr — 5 Tt 4.33
g Te B¢, (4.33)

wird die Geschwindigkeit der irreversiblen Relativverschiebung iiber den unbekannten
Gleitmultiplikator . berechenbar. Die Verwendung der Gleitfliche (4.30) als Gleitpo-
tential in (4.33) ist nur im Fall konstanter Kontaktpressung moglich, da sonst aus der
partiellen Ableitung auch ein abhebender irreversibler Anteil in Normalenrichtung entste-
hen wiirde. Auf der Grundlage der experimentell beobachteten Energiedissipation, die be-
reits wihrend der Anfangsverschiebung einsetzt und auf Mikroebene mit einer unvollstén-
digen Riickkehr bei tangentialer Entlastung bei ungleichen Stoffpaarungen begleitet sein
kann, wird z.B. bei Curnier [20], Fredriksson [31], Giannakopoulos [33], Michalowski/Mdrz
[82] eine Modellbildung des tangentialen Kontaktverhaltens analog der Plastizitéitstheorie
durchgefiihrt. Fiir metallische Werkstoffpaarungen werden in einer Ratenformulierung die

additive Aufspaltung der Anndherung und der Anfangsverschiebung formal durch
b = i (4:34)
g = Gi+a" (4.35)
eingefiihrt. Werden die elastischen Anteile in den Beziehungen (4.25) und (4.27) in erster

Néaherung durch lineare Stoffgesetze der Form

t, =D,g = D,=-¢, (n.®n,) (4.36)
t, = D, gf = D;=-¢(1-n.®n.) (4.37)
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approximiert, kann mit Hilfe der Konsistenzbedingung

or . 9T . 9T
ot oot +

e or .
at, at,, ot

=0 (4.38)

und unter Einbeziehung der linearen Stoffgesetze (4.36) und (4.37), der Gleitregel (4.33),
der additiven Aufspaltung der Raten (4.34) und (4.35) eine Bestimmungsgleichung fiir

i g | oDl g D= G S G (4.39)
mit
H,=D,*T, ; TC:g—i‘;}:@g—z (4.40)
entwickelt werden. Im Fall eines isotropen Interfaces folgt mit den obigen Beziehungen
H, = —¢,. In einer Theorie kleiner Relativverschiebungen kann fiir (4.39) die Komponen-
tendarstellung

= _mm
do,,

_(Tlgtl+7-2gt2) Cn|: _|_d_/1
(T1)%+ (72)? Gt

Ian@ n (4.41)
angegeben werden. Da die Existenz der unvollstindigen Riickkehr nicht eindeutig mit der
Existenz plastischer Verformungen in der Kontaktzone verbunden werden kann, Kragel-
ski et al. [66], sowie Transformationsbeziehungen zwischen den tribologischen und den
kontinuumsmechanischen Gréflen fehlen, motiviert sich das Konzept der Anwendung der

Plastizitdtstheorie auf Reibsysteme hauptséchlich durch seine numerische Umsetzbarkeit.

Neben dem Konzept der Umsetzung analog der Plastizitdtstheorie wird die Unstetigkeit
des Reibkontakts in der makroskopischen Betrachtung mit Hilfe von Subdifferentialen
von Klarbring et al. [62] und Moreau [83] in eine mathematisch konvexe Form (Pseudo-
potentiale) gebracht. Mit Hilfe dieses Konzeptes wird versucht, unstetige durch stetig
differenzierbare Funktionsverldufe zu ersetzen und so die phinomenologische Kontaktbe-

schreibung im mathematischen Sinne zu regularisieren.
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5 Variationsformulierung

5.1 Prinzip der virtuellen Arbeit

Eine dquivalente Form des quasi-statischen Gleichgewichtszustands wird durch Skalarmul-
tiplikation der lokalen Feldgleichungen (3.63) und (3.64) mit der Variation des Ortsvektors

0x und anschlieflender Integration iiber das betrachtete Gebiet erhalten

5H(x,6x):/(divTerb)-(Sxdv—i—/(f—t)-éxda:() | (5.1)

B oB

Die Variation § wird dabei unter festgehaltener Zeit 6t = 0 und festgehaltenem Ort %, d.h.
materiell, ohne Auswechseln des jeweils betrachteten materiellen Punktes, durchgefiihrt,
so dass die entstehenden Skalarprodukte physikalisch interpretierbar sind. Mit (3.5) wird

die materielle Variation des Ortsvektors eines Punktes
dx =0(x+u) =du (5.2)

mit der Variation des Verschiebungsfeldes identisch. Unter Anwendung des Gaufy’schen
Integralsatzes und der Identitéit (5.2) ldsst sich die virtuelle Formé&nderungsarbeit im

Volumenintegral in zwei Anteile aufspalten

/divT-&u dv = /t-éu da — /T-gradTéu dv (5.3)
B o8B B

und (5.1) in das bekannte Prinzip der virtuellen Arbeiten

/pb-5udv+/f-6u da—/T-gradTéudv:() (5.4)

B oB B

iiberfithren. Die Spezifizierung der iiber die Oberflichen auf den Koérper einwirkenden

Rand- und Nebenbedingungen liefert

/E-éuda: /f(,-6uda(,+/tu-6ualau—i—/tcoéualaC ) (5.5)

oB 0B 0By 0Bc
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Das erste Randintegral 0B, erfasst die virtuelle Arbeit der vorgegebenen Belastung t,,. Das
zweite Randintegral 0B, beriicksichtigt die virtuelle Arbeit der unbekannten Zwangskrifte

auf dem Randbereich bekannter Verschiebungen
u—-a=0 auf 0B, . (5.6)
Mit Hilfe der geometrischen Forderung an den virtuellen Verschiebungszustand

ju=0  auf 0B, (5.7)

verschwindet das zweite Randintegral in (5.5). Das dritte Randintegral erfasst die virtuelle
Arbeit der Kontaktspannungen t., die auf den Korper iiber die Kontaktoberfliche 0B,
wirken. Unter Beriicksichtigung des Gegenwirkungsprinzips (3.49) folgt fiir die virtuelle
Arbeit zweier in Kontakt stehender Korper k = I, IT

oI = oI + 611"
i
0 = Z [ /(Tk-gradT5uk—pkb°5uk) dv* — / te e u” da“é] (5.8)
=T g a8~
+ /tc°(<5u[ —6u”) da, . (5.9)
0B,

5.1.1 Virtuelle Arbeit der Kontaktkrifte

Mit der Darstellung des Kontaktspannungsvektors nach (3.50) folgt fiir das Skalarprodukt
der virtuellen Arbeit der Kontaktspannungen (5.9)

«

JA, = / {o,n.¢(6u’ —su”) +o¥al«(su’ —su”)} da, . (5.10)
9B,

Zur Erfassung des geometrischen Kontakts wird ein Abstandsvektor g mit dem Ur-
sprung in x7 und dem Endpunkt in x! konstruiert. Seine Darstellung bzgl. der lokalen

Oberflichenbasis auf 0B" ist durch

g =[x"—x"(6%)] = g,n" + g al (5.11)

«
gegeben. 0% sind die freien Parameter, mit denen sich eine glatte Oberfliche 0B"
vollstindig oder zumindest bereichsweise parametrisieren lisst. Im Fall konkaver Ober-
flichen entsteht mit Hilfe einer Normalenprojektion unter Erfiillung der Nebenbedingun-

gen

[x! —x"(0)]en" =g, (5.12)
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eine eindeutige Identifizierung und Zuordnung moglicher Kontaktpaare. Fiir einen vor-
gegebenen festgehaltenen Punkt x! € 0B wird mit Punkten x von 0B" das Skalar-
produkt in (5.13) berechnet. Im Fall, dass (5.13) erfiillt wird, liefert (5.12) den kiirzesten
Abstand der Oberfliche 9B” zum Punkt x! (Abbildung 5.1).

Abb. 5.1: Darstellung der lokalen Kontaktidentifizierung in R? auf der Basis der Abstandsmi-
nimierung uber eine Normalenprojektion

Fiir einen vorgegebenen Punkt x’ € dB" bildet das Argumentenminimum von (5.11) den
kiirzesten Abstand zur Oberfliche 0B” im Punkt x”. Die erste Variation der Normalen-

projektion (5.12) liefert
(6x" — ox" — a’50*) e n" = §g, , (5.14)

da on” en’’ = 0 verschwindet. Unter Verwendung der kovarianten Metrik- und Kriim-

mungskoeffizienten (3.20) folgt mit der ersten Variation des Tangentenvektors
dall = oxt +all ; 66° (5.15)
fiir die Variation der Tangentialprojektion (5.13)
(0x" —ox)eall + g, n"eox” — (mll; — g, bl) 60° =0 . (5.16)

Da in einer phinomenologischen Betrachtung der Oberflichen diese als ideal glatt ange-
sehen werden, ist ein Kontakt durch g, = 0 gegeben und lisst sich nach (5.14) und (5.16)
durch die lokalen Nebenbedingungen

(6u’ —su)en, =0 |, (5.17)
(ou” —ou")eal =m], 66° (5.18)
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erfassen. Mit der klassischen Normalenbedingung (5.17) fiir ideal glatte Oberfléichen lei-
sten die Kontaktkréfte (Zwangskrifte im Sinne Lagrange’scher Multiplikatoren) in (5.10)
keinen Beitrag zur virtuellen Arbeit der Kontaktkréfte, da sie stets orthogonal zur mog-
lichen virtuellen Verschiebungsbahn der Kontaktpunkte gerichtet sind. Die virtuelle Ar-
beit reduziert sich auf die Arbeit der Reibkrifte entlang des Weges der Ortskoordinate 6

im Fall einer virtuellen Relativbewegung

5A, = /ag mly 660° da. . (5.19)

0B,
Im Fall eines Haftkontakts 60° = 0 bzw. eines reibungsfreien Kontakts o¢ = 0 ver-
schwindet mit Erfiillung der Nebenbedingung auch dieses Integral. Nach dem Prinzip

der virtuellen Arbeit kann sich ein Gleichgewichtszustand fiir die in Kontakt stehenden

Koérper dann nur einstellen, wenn auf 0B, die Nebenbedingungen

(6u’ —su)en, = 0 (5.20)
(u’ —su”)ea? = 0 (5.21)
g, < 0 (5.22)

lofag | < [Tkl (5.23)

erfiillt sind. Durch (5.20) und (5.22) werden die Normalkontaktbedingungen und mit
(5.21) und (5.23) die Tangentialkontaktbedingungen fiir einen idealen Haftkontakt in der
Kontaktzone beschrieben. Bei Verletzung der Nebenbedingung (5.23) wird das Integral
der virtuellen Arbeit der Reibkrifte ungleich Null, es liegt kein statischer Gleichgewichts-
zustand mehr vor, da nun eine Relativbewegung der Korper durch Freisetzung der Ne-
benbedingung (5.21) ermdglicht werden muss. Ein analoger Sachverhalt liegt im Fall einer
Zugspannung vor, wenn die Unilateralitéit von (5.22) verletzt ist und eine Freisetzung der

Nebenbedingung (5.20) notwendig wird.

Die Bedingung ¢g, = 0 kann in einer numerischen Umsetzung wéhrend einer Bela-
stungénderung a priori nur dort erfiillt werden, wo ein Haftkontakt existiert oder eine
erneute Durchdringung der Korper ausgeschlossen ist. Im Fall g, < 0 représentiert g,, das
physikalisch unzuléssige Maf} der gegenseitigen Durchdringung, das zur Konstruktion der
aktuellen Kontaktflache mit Hilfe des Penaltyverfahrens verwendet werden kann. Die Art
und Weise der numerischen Umsetzung des Normalkontakts motiviert als Bestimmungs-

gleichung fiir eine virtuelle Anndherung
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6g¢ = (ou’ —u”)en” (5.24)

und analog fiir eine virtuelle Relativverschiebung Laursen/Simo [69], Wriggers [117]

1

608 =
(mfls — g5, bll)

[(6u’ —ou)eal + g  n"esul] . (5.25)

Die virtuelle Arbeit der Kontaktkrifte wird dabei auf der Basis der Annéherung dg¢ [pm],
d.h. der Glattung der Rauigkeitskennfldchen begriindet (Abbildung 5.2).

aé)”
\MM
& oB'
ob={ }
e RKMo__—750B" ~< _-~~0B"
f;*_\.“:"w o N
T el A il -

C

o
Uu,= On+9n

Abb. 5.2: Konzepte der meso- und makroskopischen Anndherung in der Kontaktkinematik

Als virtuelle Arbeit der Kontaktspannungen wird dann

dA. = / (04 095 + 0 ml; 667 ) da, (5.26)

9B,
verwendet, so dass sich Kontaktsteifigkeiten iiber das Konzept der konsistenten Line-
arisierung einarbeiten lassen. Diese Losungsstrategie wird in der numerischen Umsetzung
aufgrund der vorgestellten Rollkontaktkinematik sowie der fehlenden mesomechanischen

Abbildung von ¢ [um] — ¢, [cm] in dieser Arbeit nicht verwendet.

5.2 Linearisierung

Aufgrund der physikalischen und geometrischen nichtlinearen Problemstellung kann ein

Gleichgewichtszustand nur mit Hilfe von iterativen Losungsverfahren gefunden werden,



9.4 Linearisierung

Luenberger [76]. Die verbleibenden Integrale miissen im Rahmen des gewéhlte Iterations-

verfahren konsistent linearisiert werden.

Die Integrationsgrenzen der Volumen- und Oberfléchenintegrale lassen sich mit Hilfe des
Deformationsgradienten von der Momentankonfiguration auf die Referenzkonfiguration
transformieren. Die Integration ist dann auf der bekannten Metrik des Referenzzustands
ausfiihrbar. Mit den Transformationsbeziehungen kénnen unter Vernachléssigung der Vo-

lumenkrifte die virtuelle Forménderungsarbeit

SAF = / S¥(F*)T « Grad” su* dv* (5.27)
l;-a

und die virtuelle Arbeit der dufleren Krifte

SAE = / predu” dat (5.28)

oBk
bzgl. B dargestellt werden. Eine Transformation der virtuellen Arbeit der Kontaktspan-
nungen (5.10) auf die Referenzkonfiguration wird erst moglich, wenn die unbekannte Kon-
taktfliche 0B, der Momentankonfiguration bekannt ist und sich als dquivalente Oberfliche
in OB, abbilden lisst. Unter dieser Voraussetzung folgt fiir die Darstellung der virtuellen

Arbeit der Kontaktspannungen p.

5A, = / pee(6ul —5u) da, . (5.29)
98B,
Auf der Basis der klassischen Taylor-Reihenentwicklung wird ein Funktional unter der
Exsistenz der Gateaux-Ableitung, Vajnberg [111], in der Form
O [ 611 (du, *u) |
o"u
L[(svnk]

eau+...=0 (5.30)

7

SIT*(du, "u + au) = 6I1%(du, *u) +

geometrisch linearisiert und als Grundlage fiir ein inkrementelles und iteratives Losungs-
verfahren vom Newton-Typ verwendbar, Hughes/Pister [46]. Die Beriicksichtigung der
virtuellen Arbeit der Kontaktspannungen in diesem klassischen Verfahren ist nicht trivi-
al. Es erfordert aufgrund der unbekannten Kontaktfliche eigene Kontaktiterationsldufe bei
Konstanthaltung variabler Prozessparameter und kann nur durch Vorgabe der unbekann-
ten Kontaktspannungs- bzw. einer Verschiebungsverteilung oder einer Regularisierung der
unstetigen Funktionsbeschreibungen des makroskopischen Eindring- und Reibverhaltens

Oden/Kikuchi [87) numerisch umgesetzt werden.
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Unter Voraussetzung konservativer Oberflidchenlasten auf 0B, reduziert sich die geometri-
sche Linearisierung des Prinzips der virtuellen Arbeit auf das Integral der inneren Kréfte
und der Kontaktkréifte. Die Linearisierung bzgl. der materiellen Koordinaten liefert fiir

einen deformierbaren Korper

Lot ] = /[(hﬂdéu’-(F’S’)cﬁﬂ-—!/mpﬁoéuldél (5.31)
B! oBL
oS" 1 =nr Te I ol
a4 (F7)" ¢ Grad’ du’ dv (5.32)
BI
+ /Gradéulo(gl Grad®au’) do’ | (5.33)
BI

wobei der Index "(...) durch (..

Kirchhoff’schen Spannungstensors liefert unter Anwendung der Kettenregel

.) ersetzt wurde. Der linearisierte Zuwachs des 2. Piola-

oS! oS! oC!
n+§x
= C? [(F)T Gradau’ + Grad"au’ F'] . (5.35)

Der vierstufige elasto-plastische Materialtensor C* verbindet das Differential des Span-
nungstensors mit dem Differential des Verzerrungstensors. Infolge seiner Belastungsab-
héngigkeit wird dieser an der Stelle n+¢; & € [0, 1] iiber eine Integration der Ratenglei-

chungen entwickelt. Fiir einen Starrkdrper B verbleibt fiir die dufleren Kriifte (5.28)

L[oII"] = — / plesu dal . (5.36)

oBYH
5.2.1 Linearisierung der virtuellen Arbeit der Kontaktkrifte

Eine Linearisierung der virtuellen Arbeit der Kontaktkréfte auf der Basis von (5.29) liefert

L[§A.] = / Pee(ou’ —su”) da, (5.37)
8B,
OPn i S T my e
+ (89 Agn DY + ppan’ ) e (0u’ — ou" ) da, (5.38)
9B, !
opy 5, Opy Opy I I oy g
+ / (W af” + a—magn Agn) a,* ( ou’ —du )dac (539)
8B,
+ / p* aa’ o (Su’ — ou)da, . (5.40)

a8,
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Durch Vertauschen der Operatoren in (5.14) und (5.16) folgt fiir die Linearisierung unter
der Bedingung g, =0

Agn = (au’ —au?)en? | my a0 = (au’ —au”)eay . (5.41)
Uber ' » ég = 0 entsteht fiir die Linearisierung des Normalenvektors
an' = —(n" eaaf )mPall = —(a" ¢ au} + bj; 46° ) m” & (5.42)

und nach Einarbeitung der linearisierten Beziehungen in (5.38) und entsprechender Zu-

sammenfassung die Darstellung

L[64,] = / Bee (oul —su) da, (5.43)

OB,
+ / (au’ — au”) D, «(ou’ —6u”)da. (5.44)

OB,
+ / (27 eaul) (P76, — Pn 66 ) da (5.45)

o8,
s [ W (pdg, - oot di (5.46)

oB.

mit
D. = calgn) (87 ©0") + 20 _L_(al @all) 4 o c,(g) (2" ©87) . (5.47)
067 ml % ©%a o

Mit den Groflen des Abschnitts 4.2.1 wird fiir den ersten Term in (5.47)

Opn
0, n(gn) (5.48)

die nichtlineare Normalsteifigkeit und fiir den dritten Term
| Oy |
| Op |

= u” (5.49)

der Reibwert subsituiert. D, ldsst sich als Interface-Materialtensor interpretieren, der auf-
grund des dritten Terms unsymmetrisch ist. Werden die Forderungen (5.20) und (5.21)
fiir alle Kontaktpunkte aufrechterhalten, verschwinden (5.43)-(5.46) vollstidndig. Eine In-

terpretation im Sinne des klassischen Penaltyverfahrens wird moglich, wenn

au' —av”" =0 V x. €B. (5.50)
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als Verschiebungsnebenbedingung betrachtet wird, in der eine vorgegebene Verschiebung
At eines Kontaktpunktes aus 0B, C OB auch als Verschiebungspfad fiir den Punkt
x! € 0B des Kérpers B! erzwungen wird. Wird in Anlehnung an (5.47) ein symmetrischer

Penalty-Materialtensor
D, = ¢, (d" @a" )+ (af @al) (5.51)

definiert, entsteht aus dem linearisierten Prinzip der virtuellen Arbeit der Kontaktkréifte

im Fall vorgegebener Verschiebungen in der Kontaktzone aus (5.43) und (5.44) mit (5.51)

L[§A,] = / p.eou’ da. + / (au’ — au”) D, *ou’ di, . (5.52)

98B, OB
Das erste Skalarprodukt lasst sich als die virtuelle Arbeit der Kontaktkrifte deuten. Im
zweiten Skalarprodukt ist unter anderem auch die virtuelle Arbeit der Penetrationskrifte

enthalten.

5.3 Spannungsberechnung

In einer nichtlinearen Berechnung der Finite-Elemente-Methode miissen die Spannungs-
Verzerrungsbeziehungen in jedem Lastschritt ausgewertet werden. Im Gegensatz zum hy-
perelastischen Materialverhalten wird das inelastische Materialverhalten durch die Ra-
tengleichungen des Fliefigesetzes (4.13) und die Verfestigungsregeln (4.18) und (4.19) cha-
rakterisiert. Diese nichtlinearen Differentialgleichungen 1. Ordnung kénnen mit Hilfe von
Ein-, Mehrschritt- oder Extrapolationsverfahren numerisch integriert werden. Im Rahmen
einer geschwindigkeitsunabhéngigen Plastizititstheorie hat sich das implizite Einschritt-
Integrationsverfahren (Euler-Riickwérts) aufgrund seiner numerischen Stabilitét in der
Anwendung bewéhrt, sieche Ortiz/Popov [90], Simo/Taylor [103]. Nach der Integration

tiber den Zeitschritt ["t + at] miissen die plastischen Verzerrungen

"HE ="E” + ANH "''S (5.53)
2
"Hel ="gh 4 AN 3 ", (5.54)
und die Vergleichspannung
n+1 n 2 n+1
o, ="0, + A\ ng Oy (5.55)

an der noch unbekannten Intervallgrenze [t,+at]| iterativ ermittelt werden, wobei fiir

Ay = a) || SP || substituiert wird. Nach (4.3) ergeben sich die Spannungen am Ende eines
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Lastschrittes aus
"S = ¢ "ME* =C° ("ME-"E’ —aAH"™'S) . (5.56)
Fiir das Differential der Spannungen folgt
dS=C° (dE —daAH S — aAH dS) (5.57)

wobei zur Vereinfachung der Notation der Index (n+1) fiir Grofen der aktuellen Konfi-
guration fortgelassen wurde. Zur Bestimmung des plastischen Multiplikators A\ wird die

Konsistenzbedingung

2
B (50 = 1571 -2 ou(e) =0 (5.58)
in eine Taylorreihe entwickelt

0P (aXY)
oa\

Unter Vernachlissigung der Terme héherer Ordung kann das Nullstellenproblem mit Hilfe

@ (AN = @ (aN) + AaA+0(aaN?) =0 . (5.59)

eines iterativen Losungsverfahrens vom Newton-Raphson-Typ

g (ar)] ,.
zur Bestimmung von
AN = AN + aa) (5.61)

benutzt werden. Fiir die Ableitung der Konsistenzbedingung entsteht im Fall einer line-
aren isotropen Verfestigung
0P (a)?)
0A\

2F,

=—SPe | (1 NMCCH)'C® +——P2 1
(T+a ) T B an2E)

sP . (5.62)
Die Spannungsberechnung beginnt mit einer elastischen Prediktorspannung aus (5.56)
und dem Startwert aX = a\? = 0. Zur Uberpriifung des Spannungszustands wird somit

s =¢° (E-"E" ) |, (5.63)

in die FlieSbedingung (5.58) substituiert. Bei Verletzung der FlieBbedingung wird mit
Hilfe der obigen Gleichungen ein iterativer plastischer Korrektorschritt iiber aAA*! durch-

gefiihrt und die neue Prediktorspannung iiber
S(aX™!) =8P — ANTH S(a)) (5.64)

berechnet. Die Iteration wiederholt sich solange, bis die FlieBbedingung in (5.58) durch
S(aX) erfiillt wird.



9. vVariationsiormaulierung

5.3.1 Konsistenter elasto-plastischer Tangentenmodul

Fiir die Linearisierung des Prinzips der virtuellen Arbeit wird das Differential der Span-
nungen in Abhéngigkeit des Verzerrungszuwachses bendtigt. Nach Berechnung des ak-
tuellen Spannungs-Verzerrungszustands kann der elasto-plastische Tangentenmodul der
aktuellen Konfiguration fiir den nichsten Lastschritt berechnet werden. Aus dem Diffe-

rential der Konsistenzbedingung (5.58)

2
dp (a)) = N +H dS — \/; do, = 0 (5.65)
entsteht mit dem Differential der effektiven Spannungen

2 2F,0,
p

die Beziehung
1
dal = ——= Se*H dS (5.67)

p

mit der Definition eines modifizierten plastischen Moduls

- 4FE,0?
Ei=——™""v 5.68
P (9 — aAANGE,) (5.68)

Die Substitution von (5.67) in (5.57) liefert nach einigen Umformungen das benétigte

Differential der Spannungs-Verzerrungsbeziehung
dS = C; dE (5.69)

mit einem elasto-plastischen Tangentenmodul

‘ er 1 o
C? =|C' —=—H(S®S)H+a\H : (5.70)
P
der in Abhéngigkeit des plastischen Multiplikators und des aktuellen Spannungszustands
berechnet wird. In analoger Weise kann ein konsistenter elasto-plastischer Tangentenmo-

dul zur Beriicksichtigung einer kinematischen Verfestigung entwickelt werden.

5.3.2 Berechnung der Kontaktspannungen

Die mit der numerischen Loésung von Kontaktproblemen fiir Finite-Elemente-Programme
entwickelten Kontaktalgorithmen befassen sich im ersten Schritt mit der Ermittlung der
Kontaktfliche durch Erfiillung der geometrischen Kontaktbedingungen. Erst im zwei-

ten Schritt kann dann die Erfiillung des Reibungsgesetzes erfolgen. Aufgrund moglicher
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Gleiterscheinungen in der Kontaktfliche, die von neuer Penetration und/oder partieller
Ablésung der Kontaktkorper begleitet sein kann, wiederholen sich diese Schritte bis ein
Gleichgewichtszustand gefunden ist. In diesem iterativen Prozess lassen sich die unbekann-
ten Kontaktspannungen p. aus den Kontaktkriften f. berechnen. Sind Kontaktfliche und

Kontaktkrafte bekannt, so kann iiber

f eul = / p.eoul da, (5.71)

9B
die Berechnung der Kontaktspannungen durchgefiihrt werden. Da die Auswertung von
(5.71) unter anderem auch von der rdumlichen Diskretisierung der Kontaktfliche abhéngig

ist, wird die Berechnung der Kontaktspannungen im Kapitel 6.2.3 ndher erldutert.
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6 Finite-Elemente-Formulierung

Die Grundlagen und verschiedene Teilaspekte der Finite-Elemente-Methoden sind in Ba-
the [7], Hughes [45] oder Zienkiewicz [122] umfassend dargestellt. Ausgangspunkt der
Finite-Elemente-Methode ist die geometrische Zerlegung des Kontinuums Bin & in n.-

fache Teilgebiete B,’; € By, die finiten Elemente
B.=|]J B; . (6.1)
e=1

Die Feinheit der Diskretisierung (Index k), mit der die Geometrie des Korpers B, — B
approximiert wird, symbolisiert den Ubergang vom kontinuierlichen zum n-dimensionalen,

diskreten algebraischen Losungsraum R™ (h-Adaptivitét).

6.1 Ebenes Strukturmodell

Im Rahmen eines isoparametrischen Konzepts werden das Verschiebungsfeld u und das
Koordinatenfeld x durch gleiche Ansatzfunktionen im Gebiet eines finiten Elements ap-
proximiert. Die Darstellung eines zweidimensionalen Verschiebungs- und materiellen Ko-
ordinatenfeldes bzgl. des &,n € [—1,1] Parameterraums des Einheitselementes mit ny

Elementknoten lautet

uS(Em) =3 N Enue 5 (€)=Y N¥E )% (6.2)
k=1 k=1

ug(€m) =Y NMEmwe 5 5°Em =Y. N En T - (6.3)
k=1 k=1

Unter Verwendung der Lagekoordinaten der Knoten & im natiirlichen &, n-Koordinaten-
system lassen sich die bilinearen Formfunktionen eines 4-Knotenelements (ny = 4) in der

Notation von Hughes [45] mit

N*(Em) == (1+ &) (1 + nme) (6.4)

A~ =
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darstellen. Die vollstindige Matrizenformulierung des linearisierten Prinzips der virtuellen
Arbeit in den Groflen der Referenzkonfiguration erfordert eine vollsténdige Algebraisie-
rung der Skalarprodukte in Abschnitt 5.1.1 bis 5.3.1. Mit Einfithrung des Elementver-

schiebungsvektors

eI

1<

- {u17U17U27U27"' 7unk7vnk} (65)

und der Matrix der Formfunktionen fiir die Verschiebungen

N¢ — N 0 Ny 0 ... N, 0

= T1l0 N O N, ... 0 N, (6.6)

folgt fiir die Variation Ju® und den Zuwachs au® des Elementverschiebungsfeldes u¢’ =

{ug, ug} nach (6.2) und (6.3)

ou® = Nov® ; Aau® = Nav® . (6.7)

Bei Auswertung der entsprechenden Strukturmodellierung und Ausnutzung spezieller

Symmetrieeigenschaften ldsst sich der Gradient des Verschiebungsfeldes iiber
Grad du® = B%v*® , Grad au® = B°av® (6.8)

darstellen. Die Matrix B¢ enthiilt die Ableitungen der Formfunktionen nach den materi-

ellen Koordinaten. Mit der Matrix G*(v®)
G°(v*) = F*" B° (6.9)
kann (5.31) in diskreter Form dargestellt werden

ST (v 6ve) = ove” [/ geTsedf;—/NeT peda] . (6.10)

Vi Ay,
Die Matrix S° enthilt die Komponenten des 2. Piola-Kirchhoff’schen Spannungstensors
und p¢ die Ordinaten vorgegebener Oberflichenspannungen an den jeweiligen Knoten-
punkten. Die Komponenten des elasto-plastischen Stofftensors (5.70) werden in einer

Materialmatrix C,, zusammengestellt, so dass sich aus (5.32), (5.33) und (5.34) mit
(6.8) und (6.9) die Darstellung

DTIL ave = ove” [/ (G C G+ B 8°B°)diav” (6.11)

Vi
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entwickeln ldsst. Mit der Definition der Matrizen fiir die Spannungsresultierenden eines

Elements

s¢ = | GTsdi | (6.12)

¢ = | N peda (6.13)

und der nichtlinearen Elementsteifigkeitsmatrix

e el e e el qe e °

sz/(G C:, G°+B°' $°B) di (6.14)
Vi

lautet die algebraische Form des linearisierten Prinzips der virtuellen Arbeit eines Ele-

ments nach (5.30)

el e i e e
5v [g —f —|—1§TAY]:0 . (6.15)
Uber die Assemblierung
K, =JKk,, av =Jav*, I=JI°, s=Js"
e=1 e=1 e=1 e=1

und Einarbeitung bekannter Verschiebungsrandbedingungen entsteht das zu losende al-

gebraische Gleichungssystem
K. (v)av =1 (v) VvV veR" , (6.16)

dessen rechte Seite aus der Differenz der dufleren und inneren Knotenpunktkrifte das

Residuum bildet

I
|
|t
s
1<
N

(6.17)

r(v)=

6.2 Active-Set-Strategie

Die Entwicklung numerischer Losungsverfahren fiir Kontaktprobleme im Rahmen der
Finite-Elemente-Methode beruhen im Allgemeinen auf der Active-Set-Strategie. Auf der
Suche nach einem Gleichgewichtszustand werden im Zuge der Active-Set-Strategie nur

diejenigen Ungleichungsnebenbedingungen berticksichtigt, die ein Ausbrechen der Losung
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aus dem zuldssigen Losungsraum verhindern, siehe z.B. Himmelblau [44], oder Luenber-
ger [76, 77]. Dabei wird eine Ungleichungsnebenbedingung als aktiv bezeichnet, wenn sie
in Form ihrer Gleichheit an einem Losungspunkt wirkt. Durch Vorschalten eines Kon-
taktsuchalgorithmus kann so die Anzahl der zu beriicksichtigenden Ungleichungsneben-
bedingungen vom Typ (3.28a) auf die der Aktiven beschrinkt werden. Auf der Basis der
Active-Set-Strategie lassen sich somit alle gefundenen aktiven Ungleichungsnebenbedin-

gungen im Ldsungsverfahren so integrieren, als ldgen sie in Form von Gleichungen vor.

Nebenbedingungen die in Gleichungsform vorliegen, lassen sich dann auf bekannte Weise
mit Hilfe Lagrange’scher Multiplikatoren, dem Penalty- oder Barrierverfahren oder einer
Kombination aus beiden in die Variationsformulierung von (6.16) und damit in viele exi-
stierende Finite-Elemente-Programme einarbeiten. Zu beachten bleibt, dafl bei Anwen-
dung der Active-Set-Strategie jeder Lagrange-Multiplikator, der mit einer aktiven Un-
gleichungsnebenbedingung verbunden ist, einer Vorzeichenbeschrinkung unterliegt. Die-
se entsteht aus dem Kuhn-Tucker-Theorem, das die notwendigen Bedingungen lokaler
Extrema fiir Optimierungsaufgaben mit Ungleichungsnebenbedingungen liefert, Luenber-
ger [76]. Damit das Kuhn-Tucker-Theorem Giiltigkeit besitzt, diirfen die durch die akti-
ven Nebenbedingungen entstehenden Réinder des Losungsraums keine Unstetigkeitsstel-
len (Scheitelpunkte) bilden und ihre Gradienten am Losungspunkt nicht linear abhéngig
sein, Himmelblau [44]. Im Fall unstetiger Nebenbedingungen wurde z.B. von Kikuchi [58]
zur Erfiillung der Qualifikationsanforderungen eine Regularisierung der Nebenbedingung
durchgefiihrt, indem unstetige Nebenbedingungen durch stetige Funktionsbeschreibungen

approximiert wurden.

6.2.1 Geometrische Kontaktbedingungen

Mit dem Konzept der Active-Set-Strategie wird im Fall der Penetration des Knotens k
die Ungleichung (3.28a) durch

g =avf—auf= 0 (6.18)

aktiviert, wobei Aljllcc das EindringmaB des Knotens in den Gegenkoérper darstellt. Uber
den Vergleich der notwendigen Bedingungen fiir das Erreichen eines Extremums ist zwi-
schen dem Penaltyverfahren und der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren ein
Zusammenhang herstellbar. Ein unbekannter Lagrange’scher Multiplikator stellt sich als
Gradient der gewihlten Penaltyfunktion dar, wenn der Penaltyfaktor gegen unendlich

strebt, Jacoby et al. [48], Landers/Taylor [68]. Im Sinn der Kontaktmechanik lassen sich
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die unbekannten Kontaktknotenkréfte in (5.29)

= [ o da (6.19)
AL

als Lagrange’sche-Multiplikatoren interpretieren und auf der Grundlage eines quadrati-

schen Penaltyfunktionals P(g", k.) die Beziehung

£ = lim V,P(g" k)= (Vug")" kW) g (6.20)

¢ ke—00

angeben. Dabei ist V_VC"c eine Skalierungsmatrix, iiber dessen Koeffizienten die einzelnen
Gleichungen in gk hinsichtlich des globalen Penaltyfaktors k. gewichtet werden. Eine
Gewichtung vom Typ \ch = 1% sollte nach Felippa [28] nur bei gut konditionierten
linearen Gleichungssystemen Verwendung finden. Da infolge der Diskretisierung die Ne-
benbedingungen (6.18) in entkoppelter Form vorliegen, ist V, g’“ = 1. Fiir entkoppelte
Nebenbedingungen entsteht aus (6.20) mit (6.18)

fF = k* (avF —auf) (6.21)

c —cC

unter Verwendung einer Penaltysteifigkeitsmatrix vom Typ (5.51)

kﬁzzkk\vf::l/‘:D@ da; . (6.22)
Ag
Mit den fiktiven Kontaktknotenlasten fiir einen Penetrationsknoten Al_*lck = gFa bzw
einen Haftknoten ﬁf = 0in (6.21)
AfF = Kb At (6.23)
folgt fiir die virtuelle Arbeit der Kontaktkrifte nach (5.52)
L[5A,]) = (") [£5 + KF avF —afF] (6.24)
Mit der Einarbeitung von (6.24)in (6.16) entsteht
(K, +K, ]Jav = r(v) V v eR" (6.25)

ein Gleichungssystem, das eine diskrete vorgegebene Kontaktfliche enthélt. In der Bestim-
mung des unbekannten Verschiebungsfeldes wird somit das Axiom der Kontaktkinematik

(3.3) erfiillt. Mit der Assemblierung der Kontaktknotenkrifte (6.19) und (6.23)

Ne « Ng «

— k _ k

f=Jf ., af =[] af
e=1 e=1
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und (6.17) gilt nun fiir den Residuumvektor

*

r(v)=r (v)+af (v)-£f.(v) . (6.26)

Da sich die Verschiebungsnebenbedingungen (6.18) in der Form (6.21) mit (6.22) nur
néherungsweise erfiillt werden, steigt und féllt die Brauchbarkeit der Losung von (6.25) in
Abhéngigkeit der Penaltyfaktoren in (6.22) (Penaltysensibilitéit). Eindeutige Gesetzm&Big-
keiten zur Bestimmung der freien Parameter existieren nicht fiir die nichtlinearen Problem-
stellungen. Hilfestellungen fiir eine geeignete Wahl von k. bei reibungsfreien elastischen
Normalkontaktproblemen finden sich in den Arbeiten von Felippa [28, 29|, Landers/Taylor
[68], Reddy [95] und Wriggers [118].

6.2.2 Physikalische Kontaktbedingungen

Infolge des nichtlinearen Materialverhaltens muss die Losung von (6.25) iterativ erfol-
gen. Wihrend des iterativen Losungsprozesses werden die Kontaktknotenkrifte, die zur
Aufrechterhaltung der kinematischen Kontaktbedingung benétigt werden, iiber die Inte-
gration der Elementspannungen zu Elementknotenkréiften nach (6.12) und anschlieBende
Assemblierung als Fehlkrifte im Residuumvektor erzeugt. Uber die Transformation der
Kontaktknotenkrifte auf die lokale Normal- und Tangentialrichtung der Rollenoberfléche

am jeweiligen Kontaktknoten k
= 1" ¢ (6.27)
mit der Matrix der Kontaktknotenkréfte

fk
-{f) s <o (6.28)
t
und der Transformationsmatrix

ko cos ¥ sin ¥
T = [—sinw’€ COka:| ’ (6.29)

wird der Reibungszustand in der Kontaktzone verifizierbar. ¢* ist der aktuelle Lagewin-
kel des Kontaktknotens bzgl. des intrinsischen KOS. Mit einem Reibgesetz vom Cou-
lomb’schen Typ, einem Reibkoeffizienten nach (4.32), wird der Reibungszustand in der
Kontaktzone

al
|

£ | < pk, |tk lokales Haften,
t > pf, |t

|
fi | lokales Gleiten (6.30)
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unterteilt. Wird fiir jeden Kontaktknoten der Haftzustand nach (6.30) festgestellt, liegt
ein vollstindiger Haftkontakt vor und ein statischer Gleichgewichtszustand ist erreicht.
Ein makroskopischer Gleitzustand tritt ein, wenn an allen Knoten in der Kontaktzone
der Zustand Gleiten vorliegt. Im Fall eines unvollstindigen Gleitzustands unterteilt sich
die Kontaktzone in Haft- und Gleitbereiche, die nach tribologischen Erkenntnissen der
Ausbildung einer vollstédndigen Gleitzone immer vorausgeht. Zur Erfiillung der Gleichge-
wichtsbedingung wird am Gleitknoten die nichtaufnehmbare Reibkraft

E Afrli . 0
afe = [aff } = [ 5] — ik, | 5] sgn(th) (6.31)

als Belastung aufgebracht und der Knoten aus dem Active-Set herausgenommen, d.h. als
freier Knoten betrachtet. Das Active-Set reduziert sich somit immer auf die Kontaktkno-
ten, an denen ein Haftzustand vorliegt. Im Zuge der Active-Set-Strategie ergibt sich fiir

jeden Kontaktknoten ein Lastvektor der Form

fc :{ (Afck

Mit der Assemblierung zu einem globalen Lastvektor erfolgt die Losung von (6.25) solange,

0 4 Haftknoten,

T Tk \ Gleitknoten. (6.32)

~—

bis die Gleitbedingung
Y (fn, oy 1) = [ £ | = pigg |51 <0 (6.33)

an allen Kontaktknotenpunkten erfiillt ist. Da die Gleitknoten aus der Menge des Active-
Set entfernt werden, ist nach Erfiillung der Gleitbedingung (6.33) eine erneute Penetrati-

onspriifung notwendig, da die Gleitknoten wieder zu Eindringknoten werden koénnen.

6.2.3 Berechnung der Kontaktspannungen

Die Analyse eines Kontaktproblems mit Hilfe der Methode der finiten Elemente liefern
a priori nur die Verschiebungen der Elementknoten und die Kontaktknotenkrifte. Um
Aussagen iiber Form und Verteilung der Oberflichenspannungen in der Kontaktfliche zu
erhalten, miissen die Kontaktknotenkréfte in Normal- und Tangentialspannungen trans-

formiert werden. Diese Transformation kann mit Hilfe einer

e Kontaktflichenmatriz C oder auf der Basis einer

e Frtrapolation der Elementspannungen
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erfolgen. Da die Extrapolation der Elementspannungen auf Oberflichenspannungen nach
Torstenfeld [107] ohne eine geeignete Mittelwertbildung benachbarter Elementspannungen
zu unterschiedlichen Antworten fiihrt und sich in der Regel nur unbefriedigende Resultate
damit erzielen lassen, wird die Berechnung der Kontaktspannungen mit Hilfe einer Kon-

taktflichenmatrix durchgefiihrt.

6.2.3.1 Konsistente Kontaktflichenmatrix

Die Idee dieser Methode liegt in der Invertierung der Methode zur Berechnung dquivalen-
ter Knotenlasten aus verteilten Oberfldchenlasten mit Hilfe der Elementformfunktionen
Liu et al. [75]. Die Berechnung der Kontaktflichenmatrix kann dabei analog der Berech-
nung einer Massenmatrix in der Dynamik erfolgen, wenn die Elementdichte p = 1 gesetzt
wird, siehe z.B. Hughes [45]. Mit der Approximation der Oberflichenspannungsverteilung
am Elementrand

B = M, 0o (6.34)

—cC

iiber die Matrix der Formfunktionen fiir die Spannungsverteilung M analog (6.6) und

dem Elementkontaktspannungsvektor

e N T ol AN SN A & (6.35)
liefert die virtuelle Arbeit am Element (e) mit (6.19)
5L166T fce :6YceT (/ NeT Me dC_li) Q.ce ) (636)
Ag

Mit der Elementkontaktflachenmatrix

Ce = /NeT M* da¢ | (6.37)

folgt aus (6.36) das Gleichungssystem zur Berechnung der unbekannten Oberflichenspan-

nungen aus den Elementknotenlasten

£ = Co° . (6.38)

c

Zur Losung des Gleichungssystems muss die Elementkontaktflichenmatrix durch Inte-
gration der Formfunktionen ermittelt werden. Wird (6.37) exakt integriert, entsteht eine
vollbesetzte konsistente Kontaktflichenmatrix. Thre Verwendung zur Riickrechnung auf

die unbekannte Kontaktspannungsverteilung ist nicht ganz unproblematisch, da iiber ihre
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Abbildung aus Knotendruckkréften auch Zugspannungen auf dem Elementrand entstehen
koénnen. Uber eine Diagonalisierung von C° lisst sich nicht nur diese fiir den Kontakt
unzuldssige Form der Spannungsverteilung vermeiden, sondern auch eine Entkoppelung
der auf einem gekriimmten Rand durch T gekoppelten Knotenordinaten der Normal-

und Tangentialspannungen erzielen.

6.2.3.2 Lumped-Kontaktflichenmatrix

Eine ausfiihrliche Darstellung verschiedener Diagonalisierungsverfahren zeigen Zienkiwicz
[122] und Hughes [45]. Wird zur Diagonalisierung von C¢ die Methode der Zeilensummen

benutzt, berechnen sich die Koeffizienten aus

Se Ch j=i
Cij: kgl g
0 j#1

, (6.39)

wobei n die Anzahl der Zeilen reprisentiert. Vorteilhaft ist ihre Verwendung bei rota-
tionssymmetrischer Problembeschreibung, da sie keine Nullterme fiir Knoten liefert, die

auf der Rotationsachse liegen.

Durch eine numerische Integration der Gleichung (6.37) mit Hilfe der Jacobi-Determinante

auf dem natiirlichen Koordinatensystem [—1 < & < 1] fiir einen Linienkontakt

1
Cs, = //NiMj Jdédz =" wy Ni(ar)M;(ar) J(ax) (6.40)
b —1 k
kann bei geeigneter Wahl der Integrationspunkte a; in den Elementknoten und einer pas-
senden Integrationsordnung (Trapezformel bei linearen, Simpson’sche Regel bei quadrati-
schen Elementrindern) eine diagonalisierte Kontaktflichenmatrix direkt erzeugt werden.
Die Funktionaldeterminante J gibt das Verhiltnis der differentiellen Bogenlénge ds zu d€
wieder und wird mit Hilfe des isoparametrischen Konzeptes aus J = , /:U?f + y2§ berechnet.

6.2.3.3 Riickrechnung

Analog der Assemblierung der Elementsteifigkeitsmatrizen zu einer Systemsteifigkeits-
matrix lassen sich die elementweise erstellten Kontaktflichenmatrizen zu einer globalen

Kontaktflichenmatrix C fiir den gesamten Kontaktbereich zusammenbauen

Nec

c=J(co . (6.41)

e=1
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An den Kontaktknoten lassen sich die Ordinaten der Kontaktspannungen g, iiber
= C'f (6.42)

berechnen. Mit Hilfe der Formfunktionen in M¢® wird ihre Verteilung dargestellt. Die
Spaltenmatrix f, enthélt die nach (6.27) transformierten Kontaktknotenkréfte der Kon-

taktzone.

Bei Anwendung konsistenter Kontaktflichenmatrizen konnen die Randzonen einer Kon-
taktflache zu Problemzonen werden. Liegen die Elementrandknoten eines Elements nicht
vollstdndig in der aktuellen Kontaktfléche, fiihrt die Anwendung einer konsistenten Kon-
taktflichenmatrix zu Zugspannungsordinaten an den Elementknoten, die auflerhalb der
Kontaktzone liegen. Diese Schwierigkeit l&sst sich durch die Anwendung diagonalisierter

Kontaktflichenmatrizen umgehen, da hierdurch die Knotenfreiwerte entkoppelt werden.

Der Zusammenbau der auf Elementebene erstellten Kontaktflichenmatrizen und Knoten-
lasten zu einem Gleichungssystem (6.42) ist im Allgemeinen auf Kontaktspannungsanaly-
sen, bei denen die Kontaktfldche eine ebene Flidche bzw. gerade Linie bildet, beschrinkt
(¢p*F = konst.). Bei gekriimmten Kontaktfliichen konnen aufgrund der verwendeten Ele-
menttypen Unstetigkeiten in der Approximation der Geometrie auftreten. Diese Unstetig-
keiten in den Elementiibergingen komplizieren den Zusammenbau, so dass auf eine glo-
bale Transformation meist verzichtet wird Bathe [6]. Eine elementweise Transformation
der Knotenkrifte auf Elementkontaktspannungen fiihrt dann zum Verlust der Stetigkeit

des Kontaktspannungsverlaufs.

Bei Kontaktpaarungen mit einem Starrkorper, dessen potentielle Kontaktfliche stetig
und analytisch beschreibbar ist, kann eine globale Transformation geméf (6.42) erfolgen,
wenn die Auswertung der Kontaktknotenkrifte auf der Abwicklung der Kontaktflidche des
Starrkorpers erfolgt.

6.3 Bestimmung der diskreten Kontaktfliche

6.3.1 Kinematik der Rolle

Fiir die zweidimensionale Kontaktspannungsanalyse wird der deformierbare Kérper B!
mit Hilfe isoparametrischer Scheibenelemente diskretisiert. Die Rolle wird als Starrkoérper
B" mit ideal glatter Oberfliche betrachtet. Dies erlaubt eine einfache analytische Be-

schreibung der Bewegung und der Oberflidchengeometrie einer Rolle. Mit der Integration
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der Geschwindigkeit eines Punktes x der Rollenoberfléiche (Index s)

n+1t

T gy _ntl T n T _ T
/ dx; dt ="""x; —"x; = Al; (6.43)
n

kann seine aktuelle Lage iiber (3.24) durch

R N SN ST VTS (6.44)

mit dem Anstellweg der Rollenachse (Index r)

aull =iy nydl (6.45)
dem Zuwachs des Drehwinkels
aw™ = awd ey (6.46)

und der Darstellung des Ortsvektors im intrinsischen ZKOS
"f=re, =71 (cos(") e +sin("y)ey) (6.47)

berechnet werden. Da jede Drehbewegung einer Richtrolle durch eine ebene Drehbewe-
gung beschreibbar ist, stimmt die Zeitableitung der Drehwinkel mit den Koordinaten der
Winkelgeschwindigkeit iiberein, Riemer et al. [96]. Das Integral der Winkelgeschwindigkeit
ist identisch mit der Drehwinkeldnderung des Wélzwinkels ¢/, und es gilt

aw = avdes = apes . (6.48)

Unter Anwendung des Additionstheorems der Summe zweier Winkel mit A als infinites-
imaler Winkeldnderung folgt fiir (6.44)
e || "xs Al 7 cos(" ) — 7 cos(")
[estiell B ol 2 ol 8 e (649)
mit "*p = "p + arp. Mit (6.47) entsteht hieraus

aull = n+1X£I _ nxgl —aul 4ty —np (6.50)
S r S S

Die zweidimensionale Modellierung als unilateraler Kontakt erlaubt die Konstruktion ei-
nes Knoten-auf-Kurve-Kontaktalgorithmus, bei dem Lage und Form der potentiellen Kon-
taktzone aufgrund der Starrkdrper-Modellierung bekannt sind und nur ihre Groéfe iterativ
ermittelt werden muss. Der Starrkoper dient als Referenzkérper (master) bei der Unter-

suchung der Knotenpunkte des diskretisierten Gegenkorpers (slave) auf Penetration.

Im Folgenden wird die Anstellphase, anschlieend die Rollphase am Beispiel der Penetrati-
on eines Slaveknotens in den Masterbereich im Rahmen der Beschreibung der Starrkorper-

bewegung, wie im Abschnitt 3.1.4 vorgestellt, detailliert beschreiben.
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6.3.2 Anstellphase

Eine zweckméflige Beschreibung der Anstellung lédsst sich auf einem kontaktspannungs-
freien Punktkontakt im Ausgangszustand entwickeln, der in der Anstellrichtung a liegt.
Eine Verschiebung des Anstellpunktkontakts in Richtung des Anstellwegs kann mit dem

Eindringen von Slaveknoten in den Masterraum verbunden sein, Abbildung 6.1.

I
c

Rolle wdhrend der Anstellphase

Abb. 6.1: Penetration von Slaveknoten x! in den Masterraum B der

Mit der Kenntnis, dass fiir einen Kontaktpunkt

n+1 2 _n+l T n+ly IT
E,o=""x -TX, (6.51)

gilt, wird die Konstruktion des Ortsvektor r_bzw. i‘s zum Eindringknoten durch die
Berechnung des Lagewinkels aus (3.26a) und (3.26b) ermoglicht. Die Berechnung des
AbstandsmaBes g, iiber (3.27) erlaubt mit Hilfe der Zustandsmengen (3.28a-3.28¢) eine
Beurteilung der momentan eingenommenen Konfigurationen beider Korper. Alle Knoten,
die zur Menge der Kontakt- oder Penetrationspunkte gehoren, bilden nun das Active-Set,
das zur Aufrechterhaltung der geometrischen Forderung (3.3) beriicksichtigt werden muss.
Im Fall der Penetration wird die Korrektur des Verschiebungsfelds iiber (6.18) mit

*k_ _k
Al_lc _ga

1Q9>

(6.52)
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erforderlich. In diesem Haft-Korrekturschritt werden Punkte, die sich bereits im Kontakt-
bereich befanden, durch g¥=0 an ihrem Ort fixiert. Am Beispiel einer Anstellrichtung von

a = e, folgt fiir die Haft-Kontaktkinematik der Anstellphase:

Kontaktkinematik der Anstellphase

(1) Bestimmung des Lagewinkels 1* aus (3.26a), (3.26b)

[ =

*
COoS wk = = (n+1X£ - n+1X£I)

<

(2) Berechnung des Knotenabstands g* aus (3.27) mit "Tl1yp* = ¢k

gf _ (n+1y£ _ n+1y1{1) — 7 Sin(n+11/)k)
(3) Uberpriifung der kinematischen Kontaktbedingungen (3.28a-3.28c).
Erweiterung des Active-Sets mit Knoten fiir die g& < Tol, gilt, mit

* ko k
Al;lc _ga

19>

Das Zeichen * symbolisiert eine Grofle bzgl. einer fiktiven Kontaktkonfiguration, wie im

Abschnitt 3.1.4 erlautert.

6.3.3 Rollphase

Nach dem numerischen Anstellvorgang soll die Richtrolle bei gehaltener Anstellung auf
der Schienenoberfliche entlang rollen und den Rollenrichtprozess simulieren. Zwischen

der Verschiebung der Rollenachse au, und dem zuriickgelegten Rollweg as soll
as = ||awx £y || = || au, || (6.53)

gelten. Hierin ist £, der Ortsvektor vom Ursprung des intrinsischen KOS zum Momen-
tandrehpol Mp der Rolle. Die Verschiebung der Rollenachse wird nach (3.33) mit dem
zuriickgelegten Rollweg identisch, wenn makroskopisch gleitfreies Rollen vorliegt. Da die
Existenz einer Haftzone immer zu einem vollstdndigen Drehinkrement bei einer starren

Rolle fiihrt, wird bei gehaltener Anstellung nach (6.53) die neue Achslage der Rolle durch

T ro

mrxIl = iyl Awx "E, (6.54)
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bestimmt. Beschreibt £, analog (6.47) mit dem Winkel ¢, die Lage des Momentandrehpols
Mp der Rolle in der Kontaktfliche, so entsteht aus (6.54)

n Il eim (T
et = [T | s [ O] (6.5)

Analog der Anstellkinematik ldsst sich mit Hilfe einer fiktiven Rollenkonfiguration ei-
ne Rollkontaktkinematik formulieren. Die aktuelle Lage eines Slaveknotens wird durch
(6.51) erfaBt. Mit Hilfe von (3.36a) und (3.36b) wird wieder der Lagewinkel aus einer
fiktiven Kontaktkonfiguration mit dem Ortsvektor i‘s konstruiert. Die fiktive Lage der

Rollenachse fiir das Kontaktpaar )jcsH = )501 folgt aus
)EH — TL+1}£I —r ] (656)

Analog (6.53) kann ein fiktiver Rollweg as aus der fiktiven Konfiguration in die momen-

tane Lage iber (6.53) mit
Alii — TL+IX I/ ;& I (657)

berechnet werden. Die Bestimmung der Lage eines Knotens )E’; in der aktuellen Konfigu-

ration wird iiber (6.50) mit dem Drehinkrement "+' ¢k = % 4 as¥ /7 ermoglicht und der

Verschiebungsweg aus der fiktiven in die aktuelle Konfiguration iiber

berechenbar. Eine Auswertung am Beispiel der Rollrichtung mit —e; soll die dargestellte

Vorgehensweise verdeutlichen:
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Kontaktkinematik der Rollphase

(1) Prifung auf Penetration mit dem Betrag von ( 6.51 )

1
S L= 4 (Pl =y ] -1 > TOL,
z

(2) Bestimmung des fiktiven Lagewinkels @7}’“ nach (3.36a) und (3.36b)

*
1

: k 1.1 111

SIIIQ/) :;(n-i- yc—n+ yr)

zur Konstruktion des Ortsvektors i‘c nach (6.47)
(3) Berechnung des fiktiven Rollwegs tiber (6.56)

* *
ast = (mHixI _m Dy pcospf = Ak F

7
s

Drehinkrement a* analog (6.50) mit (6.56)

(4) Ermittlung der Verschiebung von x T mit dem fiktiven

* *
gk - nlyl }*c,{l 7 cos("TL k) — 7 cos ¥
e ntlll _ X0 o mal ok o .k
Yr = Vr rosin("tF) — 7 sine)

6.4 Iterations- und Kontaktalgorithmus

Fiir die numerische Berechnung des Rollkontakts wird ein globaler Kontaktalgorithmus
verwendet. Innerhalb eines Lastinkrements selbst kénnen zur Erfiillung der Gleichge-
wichts- und Kontaktbedingungen wiederholte Iterationsldufe notwendig sein. Die Anzahl

der Kontaktknoten, die zum Active-Set gehoren, wird mit n. bezeichnet.

Werden Nebenbedingungen nicht punktweise wie die Verschiebungsrestriktion (6.18) nach
der Diskretisierung der Kontaktzone durch die Finite-Elemente-Methode vorgegeben, son-
dern sind iiber den Randbereich verteilt, so wird eine numerische Integration des Penalty-

terms erforderlich. Wie Studien von Kikuchi [58] und Reddy [95] zeigen, wirkt sich



0.4 lterations- und Kontaxtalgoritnmus

Globaler Iterationsalgorithmus
(1) Setzen der Startwerte: t =0
vi=0; s'=0; au=ad; n. =1
(2) Aufbau der Matrizen: I_(; : I_(g S :fco
(3) Lésung von: [KZT + KZC] AvVi = rf
(4) Berechnung von: vitl = vifav?
(5) Konvergenzabfrage:
If: gy <TOL,  then goto (7)
(6) Schleife iber alle Elemente: Berechnung von
1. Verzerrungen, plastische Dehnungen
2. Spannungen st =g’ + as’
3. Elasto-plastische Stoffmatrix
4. Fehlkraftvektor r'tl = —g™1  then goto (3)
(7) Kontaktalgorithmus (Abs. 6.4):
If: g¢* <TOL. then Setze (o) = ()™t goto (2)
If: >0 then Setze (o) = ()71 goto (2)
If: |aff|>TOL, then Setze (o) = ()™t goto (2)
(8) Update:
Verzerrungen, Spannungen, Active-Set etc.
(9) Neuer Belastungsschritt:
If: ¢ <tgge then Setzte auf=ad; V kell,n] goto (2)
(10) Stopp
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Lokaler Kontaktalgorithmus

(7.1) Schleife diber alle Kontakt- und Nachbarknoten: n, =0

1. Priifung des Abstandswertes:
If: g¢¥>TOL. then goto (7.6)

2. Erweiterung des Active-Set: n, =n, +1

3. Knotenlastvektor: f’c“ = kEkajk S G |

(7.4) Aufbau der globalen Matrizen: n, = n. + n, I_(iH = U k. W
ritl = 0" firk=1,...,n.—n,
rit! < i"g fir k = n.—ny,... ,ne

(7.5) Kontaktflichenberechnung:

If: n, >0 goto (2)

(7.6) Prifung der Vorzeichenbedingung:

Adhésionskontakt: If: % < 0 then goto (7.7)
Zugkraft: f’j = afck l<ax<l
Reduzierung des Active-Set: n.=mn.—1 then goto (7.8)

(7.7) Prifung des Reibgesetzes:

Gleitbedingung: If: Y(£), ptaa) <0 then goto (7.8)
Gleitkontakt: Berechnung Aflg
Knotenlastvektor: ff = (THTaff

Reduzierung des Active-Set: n.=mn,—1

Nec
(7.8) Aufbau der Kontaktsteifigkeitsmatriz: Kzgl = U ke \ch
k=1
ritl < 0 — (si)""! fir j=1,...,n.—1
et e f—(s7)" fiirj =k

(7.9) Stopp: goto (2)
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eine reduzierte Integration des Penaltyterms stabilisierend auf den Losungsalgorithmus
des Penaltyverfahrens aus. Dieser Sachverhalt ist fiir die Konstruktion der Kontaktspan-
nungsverteilung nach (6.19) aus den Kontaktknotenkriften von entscheidender Bedeu-
tung. Nach Oden/Kikuchi [87] sind oszillierende Kontaktspannungen oder Sprungstellen
in der Kontaktspannungsverteilung das Ergebnis falscher Integrationsordnung. Die redu-
zierte Integration sollte dabei um einen Grad niedriger gewihlt werden, als diese fiir eine
exakte Integration des Penaltyterms erforderlich wire. Mathematisch ldsst sich die er-
forderliche numerische Integrationsordnung zur Berechnung stabiler Kontaktspannungen

durch Erfiillung der diskreten Babuska/Brezzi-Bedingung [87] begriinden.
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7 Numerische Simulationen

7.1 Eindriickproblem

Am Beispiel eines Eindriickproblems soll der Kontaktalgorithmus untersucht werden. Be-
trachtet wird ein reibungsbehafteter Kontakt zwischen einem zylindrischen Starrkorper
und einem deformierbaren, horizontal verschieblich gelagerten Block, dessen Materialver-
halten durch ein elasto-plastisches Stoffgesetz mit linearer isotroper Verfestigung beschrie-
ben wird. In der sich ausbildenden Kontaktzone ist das Reibverhalten durch das klassische
Coulomb’sche Reibgesetz charakterisiert. Die Abmessungen der Strukturen sowie die ver-
wendete Diskretisierung des Blocks unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften mit 4-

bzw. 9-Knoten-Scheibenelementen sind in Abbildung 7.1, schematisch dargestellt.

Materialparameter: E = 10000 [ N/mm?]
R=0.8Db v= 03
oy = 100 [ N/mmZ]
Etr= 50 [ N/mm?]
u= 0,3

b b/l =0,5

Y e

- e -
1 1

Abb. 7.1: Modell der Eindrickung eines zylindrischen Starrkérpers in einen
deformierbaren Block.

Ahnliche Studien ohne Beriicksichtigung von Reibung finden sich in Dumas/Baronet [24],
Hardy et al. [37], Kikuchi/ Skalski [60], Lee [70] und mit Coulomb’scher Reibung in Campos
et al. [13], Chandrasekaran et al. [16], Cheng/Kikuchi [18] und Kikuchi [57].
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7.1.1 Spannungsverteilungen in der Kontaktflache

Im Fall eines linear-elastischen Materialverhaltens sind die mit Hilfe einer Lumped-Kon-
taktflichenmatrix berechneten Normal- und Reibschubspannungsverteilungen in den Ab-

bildungen 7.2 und 7.3 dargestellt.

Normierte Kontaktpressung pn/po
=
o0
T

-1 -0.5 0 0.5 1
Normierte Kontaktfliche r/a

Abb. 7.2: Verteilung der Kontaktpressungen links mit 4-Knoten-, rechts mit
9-Knotenelementen, Reibwert p = 0.3

-10
0.8

0.6 -

04

s &
o (3%
T

I
[
T

Normierte Tangentialspannung q/upe

I
'S
T

Normierte Kontaktfldche r/a

Abb. 7.83: Verteilung der Reibspannungen links mit 4-Knoten-, rechts mit 9-
Knotenelementen, Reibwert u = 0.3

Die Darstellung erfolgt mit einer Normierung der Kontaktfliche 2a = 10 mm, einer maxi-
malen Kontaktpressung p, = 2087 N/mm? und der maximalen Eindriicktiefe in der Sym-

metrieachse von u, = 2.5 mm. Wie Abbildung 7.2 verdeutlicht, entspricht bei geringer
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Eindriickung ¢ = 0.2 die Kontaktpressung einer Hertz’schen Pressung. Mit fortschreiten-
der Eindriickung weicht diese jedoch immer mehr von der elliptischen Verteilung ab und
entspricht bei maximaler Eindriickung ¢ = 1 einer eher rechteckigen Verteilung. Quali-
tativ liefern beide Elementtypen gleichwertige Normalspannungsverteilungen. Der Knick
im Funktionsverlauf der Pressung bei ( = 0.4 unter Verwendung der 4-Knotenelemente
sowie die konkave Kriimmung bei 9-Knotenelementen resultieren aus der geometrischen
Oberflachendiskretisierung und den Elementansatzfunktionen. Diese charakteristischen
Merkmale der Lumped-Transformationsmethode treten noch ausgeprégter in Erscheinung,

wenn die Lingen der Elementkanten in der Kontaktfliche variieren.

Wesentlich deutlicher zeigt sich der Einfluss der Elementansatzfunktionen im qualita-
tiven Verlauf der Reibschubspannungen. Die Konstruktion dquivalenter Reibschubspan-
nungen aus den Kontaktknotenkriften iiber eine Kontaktflichenmatrix liefert bei Anwen-
dung der 9-Knotenelemente sehr unbefriedigende Ergebnisse. Die auftretende Welligkeit
in der Verteilung macht die Losung ohne zusétzliche Gliattungsalgorithmen physikalisch
unbrauchbar. In den weiteren Analysen und Auswertungen wird deshalb nur noch das 4-
Knotenelement verwendet. Mit der Annahme der Coulomb’schen Reibung miissen in den
Gleitabschnitten der Kontaktfliche die Reibschubspannungen proportional der anliegen-
den Kontaktpressung sein. Fiir den Belastungszustand unter maximaler Anstellung sind
die Kontaktpressung und die sich ergebenden Haft- und Gleitabschnitte in Abbildung 7.3
dargestellt. Es zeigt das bekannte Bild einer Haftzone im mittleren Bereich, an die zwei

Gleitabschnitte angrenzen.

7.1.2 Spannungsverteilungen im Material

Die Isoplethen der Hauptschubspannung 7 in Abbildung 7.4 wurden mit einer Hohen-
schichtung von A7 =~ 0,16p,, die der vertikalen Spannung Ao, in Abbildung 7.4 mit
A0y, =~ 0,34p,, erzeugt. Wird als Referenzspannung die maximale Schubspannung zu-
grunde gelegt, so wird die héchste Materialbeanspruchung nicht im unmittelbaren Kon-
taktbereich, sondern in einer Tiefe von y ~ 0,8a mit 7 ~ 0, 8p, erreicht. Qualitativ ent-
spricht dies der analytischen Lisung eines Hertz’schen Kontakts Walze/Ebene (y = 0,78a
mit 7 =0, 3p,), Wuttke [120].

Abbildung 7.5 zeigt das Lastspannungsbild in der Symmetrieachse und entlang der Ober-
fliche. In Bildteil A ist zusétzlich die Hertz’sche Losung in Form gestrichelter Linien

eingezeichnet. Der Einfluss der anliegenden Kontaktpressung, der Reibschubspannung
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T/Po

Abb. 7.4: Oben: Isoplethen der normierten Hauptschubspannung T [po, unten: Isoplethen der
normierten Normalspannung Oy, /p, mit deformiertem FE-Netz bei mazimaler Ein-
driickung unter elastischem Materialverhalten und Coulomb’scher Reibung pn = 0.3

sowie der geometrischen Randbedingungen spiegelt sich deutlich im Verlauf der einzel-
nen Spannungskomponenten wieder. Infolge der Reibspannungen tritt ein oy,-Druck-
Zugspannungswechsel in den oberflichennahen Bereichen am Ende der Kontaktzone ein.
Infolge der Richtungsumkehr unterliegt das Material in Oberflichennéhe einer Wechsel-
beanspruchung. Studien am Halbraummodell in Wuttke [120] zeigen, dass mit Aufbringen
einer tangentialen Reibschubspannung die 0,,-Spannungsspitze am Rand des Kontakts
vom Reibwert abhingig ist. Sie verschwindet vollsténdig im reibungsfreien Kontakt und

tritt mit wachsendem Reibwert immer deutlicher hervor.

A) Symmetrieachse: x =0 B ) Oberflachennah: y =0.05a

-15 -1 05 0 05 1 15

O 1 1 1 T

L 1 2 3 4 x/a

04 f c 0.4
a = Tmax/Po
12 + -1.2 ¢ = Ox/Po
FEM
16 | a
' y/a —_———— Hertz

Abb. 7.5: Verlauf der Spannungen A) in der Symmetrieachse iber die Tiefe und B) in Ober-
flichenndhe im Modell Zylinder/Block mit Coulomb’scher Reibung p = 0.3
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Unter Verwendung einer elementweise linearen Verschiebungsapproximation ergeben sich
im Fall eines elasto-plastischen Materialverhaltens Normal- und Reibschubspannungsver-
teilungen, die in den Abbildungen 7.6 und 7.7 dargestellt sind. In den Darstellungen wurde
bzgl. der Kontaktfliche von 2a = 10 mm und einer Kontaktpressung von p, = 211 N/mm?

bei einer Eindriicktiefe in der Symmetrieachse von u, = 1.0 mm normiert.

c=0.6

/

Tangential
q/ upo

=02 Normal
Po/ Wpo

Normierte Kontaktspannungen

04

08 [~

-1 -05 0 05 1
Normierte Kontaktflache r/a

Abb. 7.6: Verteilung der Kontaktspannungen bei elasto-plastischem Materialverhalten

| VTN ]

04 | -G - I — G :

Normierte Kontaktspannungen
)
SN

08 r 4

Il Il Il Il Il
-1 -05 0 0.5 1
Normierte Kontaktflache r/a

Abb. 7.7: Verteilung der Haft- und Gleitzonen in der Kontaktfliche mit mazimalen Kon-
taktspannungen bei elasto-plastischem Materialverhalten
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Abb. 7.8: Links: Isoplethen der normierten Hauptschubspannung T /O, rechts: Plastizierungs-
geschichte bei elasto-plastischem Materialverhalten



/(. INumerische Simulationen Jl1

Bei geringer Eindriickung ¢ < 0.05 entspricht auch hier die Kontaktpressung noch ei-
ner Hertz’schen Pressung. Mit fortschreitender Eindriickung verlagern sich die maxima-
len Kontaktspannungsordinaten immer stirker an den Randbereich der Kontaktzone bei
gleichzeitig abnehmender geradliniger Verteilung in den mittleren Bereichen. Abbildung
7.7 zeigt eine Haftzone im mittleren Bereich, an die zwei Gleitabschnitte angrenzen. Auf-
grund des inelastischen Materialverhaltens sind diese Gleitabschnitte auch bei geringer

Anstellung schon stérker ausgeprigt als im Fall eines elastischen Gegenkorpers.

Im linken Bildteil von Abbildung 7.8 sind die Isoplethen der normierten Hauptschubspan-
nung 7 /0, dargestellt. Wie die Isoplethen und die Entwicklung der plastischen Zonen zei-
gen, verlagert sich die héchste Materialbeanspruchung mit fortschreitdender Eindriickung
aus dem unmittelbaren Kontaktbereich unter der Walze zum Rand der Kontaktzone und
in tiefer liegende Materialbereiche. Die Beanspruchungsumlagerung fiihrt zur Entlastung
unter der Walze und es entsteht ein elastischer Bereich in einer vollsténdig plastizierten

Umgebung.

7.2 Anstellvorgang am Schienensegment

Abbildung 7.9 zeigt eine Schiene beim Durchlauf durch eine 7-Rollenrichtmaschine wiahrend

des Richtvorgangs.

Abb. 7.9: Richtrollen und Richtgut in einer Rollenrichtmaschine



/.2 Anstellvorgang am oSchlenensegment

7.2.1 Geometrische Eingangsparameter

Die den numerischen Untersuchungen zugrunde liegenden Richtversuche vom Schienen-
typ UIC 60 wurden bei der KRUPP STAHL AG, Werk Rheinhausen durchgefiihrt, Hel-
ler et al. [42]. Die tiblichen Anstellgrade der Unterrollen liegen dabei im Bereich von
5-18 mm vertikaler Verschiebung und korrigierten iiber einsetzende plastische Verfor-

mungen die unerwiinschten Geradheitsabweichungen einer abgekiihlten gewalzten Schiene
Heller/Schweitzer [41].

Das Berechnungsmodell zur Beschreibung der Interaktion zwischen Schiene und Richt-
rolle wird aufgrund von Symmetrieiiberlegungen auf den in Abbildung 7.10 dargestellten

Bereich reduziert. Die Diskretisierung der Schiene selbst erfolgt mit zweidimensionalen

Bereich der
FE-Modellierung

Abb. 7.10: Bereich der FE-Modellierung

isoparametrischen 4-Knotenscheibenelementen. Die Richtrollen werden als kreisférmige
Starrkorperscheiben modelliert. Die verdnderliche Querschnittsbreite der Schiene wird
durch unterschiedliche elementweise konstante Elementdicken {iber die Hohe approximiert,

wobei vorzugsweise die feinere Querschnittsunterteilung (Abb.7.11) verwendet wurde.

1 —_—

e

Abb. 7.11: Modellierung des Schienenprofils UIC 60 durch die Elementschichtung
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7.2.2 Materialparameter

Die zur Beschreibung des elasto-plastischen Materialverhaltens der Schiene erforderlichen
Parameter wurden durch die Auswertung von Zugversuchen Heller/Schweitzer [40] ge-

wonnen und bei den Berechnungen wie folgt angesetzt:

Elastizititsmodul E = 185 10* N/mm?
Poissonzahl v = 0.3

Flieispannung o, = 450  N/mm?
Tangentenmodul Er = 15400 N/mm?

Die Anwendung des speziell entwickelten Kontaktalgorithmus erfordert auflerdem die
Wahl verschiedener Interface-Parameter, fiir die im Rahmen der Berechnungen folgen-

de Werte angesetzt wurden

Haftreibwert [15% = 00-0.3
Penaltyfaktor ke = 1010 N/mm
Kontaktkinematik TOL, = +0.01 mm
Kontaktdynamik TOLp = +0.01 N

Dariiber hinaus wird bei der numerischen Modellierung der rechte Rand der Schiene
des in Abbildung 7.10 dargestellten Bereichs als horizontal unverschieblich angenommen,
wiahrend der linke Rand alternativ als horizontal verschieblich oder unverschieblich mo-
delliert wird. Die verschiebliche Randbedingung am linken Rand entspricht dabei den
kinematischen Verhéltnissen im Ein- und Auslaufbereich der Richtmaschine, wihrend die
unverschiebliche Randbedingung die Verhiltnisse im mittleren Bereich der Richtmaschine

entspricht. Die maximale Anstellgrad betrigt in allen Féllen 15 mm.

7.2.3 Spannungsverteilungen in der Schiene

Der Einfluss der Querschnittsdiskretisierung auf den Verlauf der Lings- und Quernor-
malspannungen iiber die Schienenhoéhe direkt unterhalb der Richtrolle zeigt Abbildung
7.12. In beiden Fillen stimmen die Spannungsverldufe qualitativ recht gut iiberein. Wie
ein Vergleich der maximalen Druckspannungen an der Fahrfliche zeigt, werden mit einer
feineren Elementeinteilung Spannungsspitzen deutlich ausgeprégter erfafit als mit einer
groben Querschnittsapproximation. Fiir die weiteren Berechnungen wurde deshalb durch-

weg die feinere Elementeinteilung verwendet.

Die sich bei maximalem Anstellgrad sowie nach vollstiandiger Entlastung ergebenden
Normal- und Schubspannungsverteilungen sind in den Abbildungen 7.13-7.16 dargestellt.
Dabei beziehen sich die in Abbildung 7.13 und 7.14 wiedergegebenen Verldufe auf die
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Abb. 7.12: FEinfluss der Querschnitts-Diskretisierung auf die Spannungsverteilung der belasteten
Schiene unter der Richtrolle

am linken Rand horizontal verschieblich gelagerte Schiene, diejenigen in Abbildung 7.15
und 7.16 fiir die am linken Rand unverschieblich gelagerte Schiene. Die Lage des Vertikal-
schnitts 1-1 wurde im unmittelbaren Kontaktbereich von Richtrolle und Schiene, Schnitt

2-2 im Ubergangsbereich und die {ibrigen Schnitte weiter entfernt angeordnet.

Die axiale Normalspannungsverteilung in Abbildung 7.13 zeigt im Schnitt 1-1 direkt un-
terhalb der Rolle eine Spannungsspitze, die nach unten rasch abklingt. Im daneben lie-
genden Schnitt 2-2 fehlt diese Spannungsspitze und die maximale Ordinate reduziert sich
um die Hélfte. Der Vergleich verdeutlicht den Zusammenhang zwischen den Kontaktpres-
sungen und den axialen Normalspannungen unterhalb der Kontaktzone, wie er auch aus

den analytischen Losungen der Scheibengleichungen bekannt ist, Schleeh [100]. AuBlerhalb
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des unmittelbaren Kontaktbereichs treten Normalspannungsverldufe auf, wie sie fiir die
Balkentheorie typisch sind, wobei die gekriimmten Verldufe am Schienenkopf und -fufl
durch den steifigkeitsmindernden Einfluss der Plastizierungen hervorgerufen werden. Bei
den nach der Entlastung verbleibenden Eigenspannungen sind die Einfliisse des Anstell-
kontakts der Rolle allerdings kaum noch bemerkbar. Die Resteigenspannungsverldufe mit
drei Nulldurchgéngen sind auch fiir Balken charakteristisch, die einen elasto-plastischen

Be- und Entlastungszyklus durchlaufen haben.

Die in Abbildung 7.14 dargestellten Schubspannungsverldufe zeigen im unmittelbaren
Kontaktbereich ebenfalls einen ganz anderen Verlauf als aulerhalb der Rollkontaktzone.
Im Bereich von Schienenkopf und Schienenfufl ergeben sich nur geringe Schubspannun-
gen, wihrend die Maxima jeweils im relativ schmalen Schienensteg auftreten. Infolge der
Haftreibungseffekte zwischen Rolle und Schiene tritt unterhalb der Rolle im Schnitt 1-1
eine Schubspannungsspitze auf. Die nach der Entlastung verbleibenden Schubeigenspan-
nungen sind eher von geringer Grofle, wobei an der Fahrfliche noch eine deutliche Spitze
auftritt. Diese lokale Ungenauigkeit ist unter anderem darauf zuriickzufiihren, dass die
Spannungen jeweils an den Gauflpunkten der Elemente ermittelt und auf die Element-

rinder extrapoliert werden.

Infolge der insgesamt steiferen Lagerung bei der unverschieblich gelagerten Schiene erge-
ben sich deutlich hohere Rollenkrifte, vergleiche die Abbildungen 7.20 und 7.21, und die
Einfliisse des Rollkontakts treten in den Abbildungen 7.15 und 7.16 im Schnitt 1-1 we-
sentlich stirker hervor. Der qualitative Verlauf der axialen Normalspannung im Schnitt
1-1 bleibt hiervon allerdings unberiihrt und zeigt wieder den aus der Scheibentheorie
bekannten Verlauf. Zur Trigermitte hin treten sehr geringe Normalspannungen auf, wo-
bei sich der Momentennulldurchgang vom Rand des Schienenstegs (Schnitt 1-1) in die
Mitte (Schnitt 4-4) verlagert. Die Eigenspannungen weisen im Bereich von Schienenkopf
und Schienenfufl wieder dhnliche Verldufe auf wie bei der horizontal verschieblich gela-
gerten Schiene, wihrend sie sich im Schienensteg deutlich davon unterscheiden. Dies ist
hauptséchlich auf die stérkere Stegbeanspruchung infolge der hoheren Kontaktpressungen

zuriickzufiihren.

Auch bei den Schubspannungen im Schnitt 1-1 (Abbildung 7.16) sind die Auswirkungen
der hohen Kontaktkrifte auf die Grole der Eigenspannungen zu erkennen. In den anderen

Schnitten sind wieder die aus der Balkentheorie bekannten Verldufe zu sehen.
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Abb. 7.13: Verteilung der azialen Normalspannungen

O 3z unter Volllast und nach Entlastung bei einseitig verschieblich gelagerte Schiene
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Abb. 7.15: Verteilung der azialen Normalspannungen Oz, unter Volllast und nach Entlastung bei beidseitig unverschieblich gelagerte Schiene
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7.2.4 Plastizierung des Schienensegments

Mit steigendem Anstellgrad nehmen die Spannungen innerhalb der Schiene soweit zu, dass
immer groflere Bereiche des Materials plastizieren. Dieser Vorgang ist in den Abbildungen
7.18 und 7.19 dargestellt. Fiir die horizontal verschieblich gelagerte Schiene treten bei
einem Anstellgrad von 7 mm bereits deutlich ausgeprigte Plastizierungen unmittelbar
neben der Kontaktfliche sowie im Bereich des Schienenfufles auf. Direkt unterhalb der
Richtrolle plastiziert der Schienenquerschnitt erst mit zunehmender Anstellung. An der
linken Richtrolle treten ebenfalls aufgrund der dort anliegenden Kontaktpressungen lokal

begrenzte Plastizierungen auf.

Bei der horizontal unverschieblich gelagerten Schiene treten dagegen schon bei einer An-
stellung von 5 mm groflere Plastizierungen im Bereich der Richtrollen auf, die hauptséch-
lich durch die hohen axialen Normalspannungen hervorgerufen werden. Mit zunehmender
Richtrollenanstellung werden dann auch hier die plastischen Zonen zunehmend grofer und
bereits ab einer Anstellung von etwa 7 mm beginnt der Schienensteg von der Schwerachse
aus zu plastizieren. Dieser Effekt ist vor allem auf die hohen Schubspannungen im Steg

zurtickzufiithren.

7.2.5 Entwicklung der Kontaktknotenkrifte

Die schrittweise Zunahme des Anstellgrads verursacht eine Vergroflerung des Kontakt-
bereichs, so dass sich eine wachsende Anzahl von Randknoten an der Ubertragung der

Normal- und Tangentialspannungen beteiligt (Abbildung 7.17).

Abb. 7.17: Fahrflichendiskretisierung und Kontaktknoten zwischen Richtrolle und Schiene
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Abb. 7.18: Plastizierungsgeschichte der horizontal verschieblich gelagerten Schiene
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Wie in den Abbildungen 7.20 und 7.21 dargestellt, tritt bei gleichmé&figer Fahrflichen-
diskretisierung mit fortschreitender Richtrollenanstellung eine zunehmend gleichméfigere
Verteilung der Kontaktknotenkréifte auf. Bei der horizontal unverschieblich gelagerten
Schiene tritt aufgrund der Elementléngeninderung in der Oberflichendiskretisierung am
Knoten 9 eine hohere Knotenkraft auf. Wie die Abbildungen 7.20 und 7.21 verdeutli-
chen, sind die tangential zur Richtrolle verlaufenden Knotenkréfte deutlich kleiner als
die der entsprechenden Normalkrifte. Die Tangentialkrifte erreichen nach eingetretenem
Kontakt dabei relativ rasch ihre jeweiligen Maximalwerte und bleiben anschliefflend weit-

gehend konstant.
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Abb. 7.20: Entwicklung der Kontaktkrdfte in der horizontal verschieblich gelagerten Schiene
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Abb. 7.21: Entwicklung der Kontaktkrdfte in der horizontal unverschieblich gelagerten Schiene

7.2.6 Verteilung der Kontaktspannungen

Uber die Transformation der Kontaktkrifte mit Hilfe der Lumped-Kontaktflichenmatri-

zen lésst sich eine Verteilung der Normal- und Tangentialspannungen in der Kontaktzone
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berechnen. In den Abbildungen 7.22 und 7.23 ist deren Abh#ngigkeit vom Anstellgrad

bzgl. der verschiedenen kinematischen Lagerbedingungen der Schiene dargestellt. Zusétz-

lich ist die Lage der Elementknoten der Schienenoberfliche angegeben.
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. 7.23: Spannungsverteilungen in der Kontaktfliche bei der horizontal unverschieblich gela-

gerten Schiene

Bei kleiner Anstellungen lédsst sich die Verteilung der Kontaktpressung durch eine Halb-

ellipse annihern. Sie entspricht weitgehend der aus experimentellen Untersuchungen an

stationdren Rollen und Ridern bekannten Verteilung der Hertz’schen Pressung. Bei grofie-

ren Richtrollenanstellungen weitet sich jedoch die Verteilung zunehmend auf und geht bei

hohen Kontaktkriften in eine anndhernd rechteckige Form iiber. Ahnliche Ergebnisse

wurden von Follansbee/Sinclair [30], Hardy et al. [37] und Voyiadjis et al. [113] beim

Eindriicken eines Starrkorpers in einen elasto-plastischen Halbraum gewonnen. Auch dort

anderte sich eine im Anfangsstadium annihernd elliptische Verteilung der Kontaktpres-

sung mit steigender Belastung in einen eher rechteckigen Verlauf mit deutlichen Maxima
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am Rand der Kontaktzone. Diese Ergebnisse deuten darauf hin, dass die Annahme ei-
ner Hertz’schen Pressung nur fiir vergleichsweise kleine Richtrollenkrifte realistisch ist,
wéahrend sich bei hoheren Beanspruchungen sowohl qualitativ als auch quantitativ ganz

andere Spannungsverteilungen einstellen.

Unter Annahme einer Coulomb’schen Reibung in der Kontaktzone entstehen die bekann-
ten Tangentialspannungsverteilungen mit ihren Maxima am Rand der Kontaktzone und
der Anderung der Wirkungsrichtung in Hohe der Rollenanstellachse. Vollstiindiges Haften
liegt dabei nur im Inneren der Kontaktfliche vor. Die Verteilung entspricht damit weit-
gehend derjenigen, die sich auch beim Eindriicken einer starren Rolle in einen Halbraum
unter Annahme Coulomb’scher Reibung ergibt, wobei sich die Kontaktfliche aus einer

Haftzone, die von zwei Gleitzonen eingeschlossen wird, zusammensetzt.

7.3 Rollvorgang am Schienensegment

Abbildung 7.24 zeigt das zweidimensionale Finite-Elemente-Modell mit 1575 isoparame-
trischen Scheibenelementen, auf dessen Grundlage der Rollvorgang der Richtrolle iiber
das Richtgut simuliert wird.

X R= 475

y N

UIC 60 |
v 2
N / v
N v
— 7 b
) | Z
150 A
— - 1500 —_»]

Abb. 7.24: 2-D-Modell eines Richtdreiecks mit diskretisierter Schiene, Richtrolle und den geo-
metrischen Randbedingungen

Materialparameter und Querschnittsdiskretisierung entsprechen dem in Abschnitt 7.2.2
verwendeten Modell mit der feineren Querschnittsapproximation. Nach Erreichen der ma-
ximalen Anstellung von 15 mm beginnt die Richtrolle von der Mitte der Schiene aus bei

gehaltener Anstellung iiber den Schienenkopf abzurollen.

7.3.1 Spannungsverteilung in der Schiene

In Abbildung 7.25 ist die Spannungsverteilung im Schnitt A-A bei x ~ 720 mm iiber

die Querschnittshohe dargestellt. Die - - - Linien zeigen die Verteilung der Spannungskom-
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Abb. 7.25: Verteilung der Spannungskomponenten tber die Schienenhéhe wdhrend (---) und
nach (—) der Rollbelastung

ponenten unter direktem Rollkontakt, nach einer Rollendrehung von 2,7° (Rollenachse:
x = 737.7 mm). Die — Linien zeigen die Verteilungen im gleichen Schnitt nach der Roll-
beanspruchung. Die Rolle hat zu diesem Zeitpunkt eine Drehung von 14, 6 ° bei einer Ach-
stellung von x = 640,3 mm erreicht. Die Form der axialen Normalspannungsverteilung
04, und der Schubspannungsverteilung 7, entspricht der nichtlinearen Spannungsvertei-
lung des Schnittes 1-1 nach der Anstellung (Abb. 7.13-7.16). Die Rollbelastung verursacht
einen Vorzeichenwechsel der 0,,-Komponente im Schienenkopf und eine Verlagerung der

neutralen Faser im Stegbereich.
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S

—1000

—2000
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Abb. 7.26: Verteilung der Spannungskomponenten unter der Schienenoberfliche in der Umge-
bung der Kontaktfliche A. nach 2,7° Rollendrehung

Die Materialbeanspruchung an der Oberfliche infolge der Rollbelastung verdeutlicht Ab-
bildung 7.26. Neben der Spannungsverteilung sind auch die Richtungen der Hauptspan-

nungen an ausgewihlten Punkten am oberen Bildrand dargestellt. Die Spannungskompo-
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nenten 0,, und T,, treten erwartungsgeméf nur in der Umgebung der Kontaktzone auf,
wobei sich ihre Wirkungsrichtung unterhalb der Kontaktzone dndert. Die grofite Mate-
rialbeanspruchung entsteht unterhalb der Kontaktzone in Rollrichtung. Erst in endlicher
Entfernung von der Kontaktzone reduziert sich die zweiachsiale Beanspruchung auf eine

einachsiale Beanspruchung.

7.3.2 Plastizierung am Schienensegment

Infolge der Rollbewegung wird der Plastizierungszustand der Anstellung in Abbildung
7.27 auf die Umgebung des Rollkontaktbereichs lokalisiert, wie Abbildung 7.28 zeigt.

Bereicne 0N T T T T T T T T T T T T Ausschnitt

elastische u=15mm
| Bild 7.28

i
I
E E1=HIH
I
i
I
I
Il
]

Abb. 7.27: Elasto-plastische Materialbeanspruchung vor Beginn der Rollphase

Dabei tritt eine Materialbeanspruchung ein, die sich vom Schienenkopf bis in den Steg,
teilweise bis in den Schienenfufl hin ausbreitet. Ihr Zentrum ist in Richtung der Rollbewe-
gung vor die Rollenachse verschoben. Der Einfluss der Diskretisierung auf die Kontakt-
pressung und damit auf den Plastizierungszustand in den dargestellten Rollinkrementen

tritt deutlich hervor.

Die Rollbeanspruchung wird infolge der kleinen Kontaktzone A. &~ 20 mm in der Regel
iber nur zwei Kontaktknoten eingeleitet. In Abhéngigkeit der Rollenstellung verlagert
sich die Rollbeanspruchung immer mehr iiber den ersten Kontaktknoten in Rollrichtung
auf die Schiene, bis ein weiterer Elementknoten den Kontakt mit der Richtrolle aufnimmt.
Die Kontaktzone besteht dann kurzzeitig aus zwei Kontaktelementen, mit einer maxima-
len Pressung in der Mitte, siehe Abb. 7.28 1,4°. Lost sich ein Kontaktknoten im Aus-
trittsbereich, setzt die Lastumlagerung auf den ersten Kontaktknoten wieder ein. Wie die
Bildsequenz in 7.28 zeigt, fiihrt diese Lastverlagerung auf eine eher komplexe numerische

Plastizierungsgeschichte, bei der es auch zu elastischen Materialeinschliissen kommt.
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Abb. 7.28: Materialbeanspruchung und Kontaktpressung p(z) in kN/mm? wihrend des Rollen-
richtvorgangs in verschiedenen Rollinkrementen

7.4 Druckumformung durch Lingswalzen

Walzverfahren spielen bei der Verarbeitung von Metallen eine herausragende Rolle, da
sich mit diesen Fertigungsverfahren eine Vielzahl von Halbzeugen und Fertigprodukten
herstellen lassen. Als Vormaterial fiir die Herstellung von Walzerzeugnissen werden meist
rechteckige Gussbarren, die warmgewalzt und anschliefend bei Raumtemperatur kalt ab-
gewalzt werden, verwendet. Da durch den Walzprozess das Walzgut durch eine meist
mehrachsige Druckbeanspruchung weit iiber die Fliefigrenze belastet wird, zdhlt es zu
den Druckumformverfahren, Dahl et al. [22]. Je nach Dicke der Walzerzeugnisse wird zwi-
schen Biandern und Blechen ¢ > 0,35 mm, Diinnbéndern ¢ = 0,02 — 0,35 mm und Folien
t = 0,007 — 0,02 mm unterschieden. Abbildung 7.29 zeigt das Schema einer Strang-
bzw. Bandwalzanlage mit zwei parallel rotierenden Walzen und seiner zweidimensionalen

Modellbildung als Streifenelement.
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Abb. 7.29: Schematische Darstellung physikalischer und geometrischer Gréffen am Streifenele-
ment im Walzspalt wihrend einer Druckumformung durch Lingswalzen

Aus experimentellen Untersuchungen, Dahl et al. [22], Malinowski/Lenard [79], ist be-
kannt, dass im Eintrittsbereich EN (Nacheilzone) die Horizontalgeschwindigkeit des Walz-
guts langsamer ist als die Horizontalkomponente der Walzumfangsgeschwindigkeit. Im
Austrittsbereich NA (Voreilzone) hingegen ist die Geschwindigkeit des Walzguts schneller
als die der Walzen, so dass ein stationdrer Zustand im Walzspalt nur an einem Punkt,

dem neutralen Punkt, auch Flie8scheide genannt, vorliegt.

Aufgrund der Anderung der Relativgeschwindigkeit zwischen Walze und Walzgut dindert
sich die Richtung der Reibspannungen in der Kontaktfliche am neutralen Punkt (Abbil-
dung 7.29). Die Lage des neutralen Punktes ist a priori unbekannt und von den Reib-
bedingungen abhéngig. Meist liegt er zwischen dem Austrittsquerschnitt und dem Halb-
walzpunkt der Kontaktfliche.

7.4.1 Bandwalzen

Ein Stahlband mit einer Linge von [ = 100 mm und einer Anfangshéhe von hy = 80 mm
wird durch zwei Walzen mit einem Radius von R = 80 mm auf eine Dicke von h; = 68 mm
gewalzt. Das entspricht einer Dickenreduzierung von r = 15 % . Die Diskretisierung des
Walzguts erfolgt unter der Annahme eines symmetrischen Strukturverhaltens mit 160
4-Knoten-Scheibenelementen. Die Walzen werden als Starrkérperscheiben betrachtet. In

der sich ausbildenden Rollkontaktfliche werden Reibeffekte durch ein Coulomb’sches Rei-
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bungsgesetz beriicksichtigt. Das Materialverhalten des Walzguts im Bandwalzprozess wird
durch einen ebenen Verzerrungszustand und eine von-Mises-Fie3bedingung mit isotroper
Verfestigung idealisiert. Abbildung 7.30 zeigt das Strukturmodell zur Simulation eines
Bandwalzprozesses mit den verwendeten Materialparametern. In der numerischen Berech-
nung wird die Rolle um 4, = 0,075 h, angestellt, bevor die Simulation des Walzprozesses

mit einer Inkrementschrittweite von 0.1° beginnt.

Walzgut:
< Rollrichtung / E=2110° N/mm?2
‘7 X R v=03
[0}
Er = 14 700 N/mm?
Interface:
T w=00-03
0,5hy
Geometrie:
L} ho/1=R/1=0,80

Abb. 7.30: Strukturmodell und Materialparameter fir die Bandwalzsimulation

7.4.2 Numerische Ergebnisse

Abbildung 7.31 zeigt die Deformation des Walzgutes nach einer Walzrotation von 45,1°,
wobei unterschiedliche Reibbedingungen in der Kontaktfliche wirken. Die Verschiebungs-
figur aus dem Walzprozess ist dabei jeweils mit der verformten Lage am Ende der An-

stellphase iiberlagert.

Die vor Beginn der Rollbewegung noch rechtwinklig zur Rollrichtung verlaufenden Ele-
mentlinien kriimmen sich nach der Walzbeanspruchung in Walzrichtung, wobei der Ein-
fluss der Reibung deutlich hervortritt. Im reibungsfreien Fall mit ;1 = 0 wirken keine Reib-
krifte, die Kriimmung der vertikalen Elementlinien ist hier am gréfiten und nimmt von
der Symmetrieachse zum Walzrand hin stetig zu. Mit der Ubertragung von Reibkriiften
sind die Elementlinien nicht mehr stetig gekriimmt, es kommt zur Kriimmungsénderung in
den oberflichennahen Bereichen. Je gréfler der Reibwert, desto deutlicher tritt die Bewe-

gung des Walzguts in Walzrichtung iiber die gesamte Walzguthéhe in Erscheinung. Ohne
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Reibung entsteht eine Verschiebungsfigur die, bis auf wenige Elemente nahe der Symme-
trieachse, am freien Rand eine Bewegung gegen die Walzrichtung zeigt. Die Vorwértsbe-

wegung des Walzguts nimmt dabei vom Walzrand zur Symmetrieachse hin stetig zu.

Abb. 7.31: Einfluss des Reibwerts auf das Deformationsverhalten des Walzguts

Kontaktpressung und Reibspannung zeigen die Abbildungen 7.32 und 7.33 zu unterschied-
lichen Zeitpunkten im Walzfortschritt. Die Verteilungen sind auf der Oberflichendiskre-
tisierung des unverformten Randes dargestellt . Die Verteilung der Rollpressung in Ab-
bildung 7.32 zeigt, dass die maximalen Ordinaten in der Nihe des Eintrittpunktes der
Kontaktfliche auftreten. Von der Anstellphase 0 aus beginnen sich diese Kontaktspan-
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nungsspitzen mit fortschreitender Walzbewegung bis auf eine charakteristische Rollpres-
sungsverteilung auszubilden. Diese Form der Kontaktspannungsentwicklung, mit einer
Spitze nahe des Einlaufbereichs, ist ein Ergebnis der diskreten Umsetzung der Kontakt-
mechanik und sollte nicht mit dem experimentell beobachteten Peening-Effect nach Mac-

Gregor/Palme [78] identifiziert werden.
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Abb. 7.32: Verteilung der Rollpressung in verschiedenen Walzschritten, = 0,15

~— Rollrichtung

FE-Knoten

500 [

Reibspannung q(x) [ N/mm?]

1000 I | | | ! ! -
0 20 40 60 80 100
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Abb. 7.33: Tangentiale Kontaktspannungen in verschiedenen Walzschritten, p = 15
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Die Verteilung der tangentialen Kontaktspannungen verdndert sich deutlich mit Beginn
der Rollbewegung. Die bilaterale Reibspannungsverteilung aus der Anstellphase reduziert
sich auf eine eher unilaterale Verteilung. Aus der Uberlagerung der pfachen Rollpressung
in Abbildung 7.32 mit den tangentialen Kontaktspannungsverteilungen in Abbildung 7.33
lassen sich die Gleit- und Haftbereiche in der Kontaktfliche identifizieren. In Gleitzonen
ist die p-fache Rollpressung mit der Reibspannung in Form und Gréfle identisch. Wie zu
erkennen, besteht die Walzkontaktfliche aus einer Gleitzone im Eintrittsbereich und einer
Haftzone im Austrittsbereich. Da im Auslaufbereich die Reibspannung ihre Wirkungsrich-

tung dndert, lokalisiert sich dort die Lage des neutralen Punktes.

Ein Vergleich normierter Kontaktspannungen in Abbildung 7.34 zeigt, dass mit gréfer
werdendem Reibwert sich die Lage des neutralen Punktes vom Ende der Voreilzone hin

zum Halbwalzpunkt der Kontaktfliche verschiebt.

q
-<a—— Rollrichtun O
15 8 ﬂpF;) |
o P __
5 1F Po i
2 -
g FE—Knoten - |
& 05+ | ,
5 e i
5 0 . — e — X
X I |
© L : i
= 05
o) I Neutraler Pkt. N
e L I P i
5 ' | " vua|| h
- _ zachse
15+ - u = 0, 15 | _
2 L L 1 1 1 \|
50 55 60 65 70 75
Oberflache des Walzguts [ mm ]
-2 T q
<«— Rollrichtun, -~ up~.
15 F 8 MPo J
- P
2 1 - Po 1
8 FE-Knoten T~ |
& 05 > .
% G \ H 1
5§ o . A b
2 | T
(0] L =
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Abb. 7.84: Lage des neutralen Punktes bei 14,10 Walzrotation in Abingigkeit des Reibwert
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In die normierten Kontaktspannungsverteilungen sind die Haft- und Gleitbereiche, die
Stellung der Walzachse und die Oberflichendiskretisierung der Anstellposition ebenfalls
eingezeichnet. Die Normierung erfolgt dabei bzgl. der maximalen Rollpressung in der

Anstellposition von p, .15 = 2751,2 N/mm? bzw. p,o3 = 2816,4 N/mm?.

Die Materialbeanspruchung im Walzgut unter einer von-Mises-Flielbedingung mit isotro-
per Verfestigung ist in Abbildung 7.35 fiir einen Walzvorgang mit p = 0, 15 dargestellt.
Diese Darstellungen sollen ein Gesamtbild des numerischen Walzvorgangs vermitteln. Die
Plastizierungsbereiche in den Walzschritten 2,1° und 6,1 charakterisieren den Bereich
plastischer Verformungen im Walzprozess, der weit vor dem eigentlichen Walzenkontakt
beginnt und mit Erreichen der Walzachse endet. Das Material entlastet dabei kurz vor der
Stellung der Walzachse in der Walzoberflache. In den verbleibenden Darstellungen wird
der Plastizierungszustand bereits von den gewéhlten Auflagerbedingungen des Walzguts

beeinflusst.

Abbildungen 7.36 zeigt den Einfluss der Reibung auf die Verteilung der Spannungskom-
ponenten an der Oberfliche des Walzguts im Walzschritt 14, 1°. Das Oberflichenmaterial
wird einem dreidimensionalen Normalspannungszustand unterworfen, der vor und nach
dem Walzkontakt aus Zug-, im Walzkontakt aus Druckspannungskomponenten besteht.
Vor und hinter der Walzkontaktfliche A, wird die Oberfliche des Stahlbands durch
Zugspannungen beansprucht. In der unmittelbaren Umgebung des Erstkontakts mit der
starren Walze zeigt sich ein Vorzeichenwechsel in allen Normalspanuungskomponenten,
mit einem steilen Spanunngsgradienten. Der neutrale Punkt verlagert sich vom Ende der
Kontaktlinie im reibungsfreien Fall mit steigendem Reibwert immer weiter in die Kon-

taktfliche, wie die Schubspannungsverteilungen 7, zeigen.
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Abb. 7.36: Einfluss der Reibung auf die Spannungsverteilung entlang der Oberfiiche des Walzguts nach einer Walzenrotation von 14,1°
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7.4.3 Stabwalzen

Zum Vergleich der Simulation des Stahlbandwalzens wird ein Aluminiumstab mit einer
Lange von [ = 30 mm und einer Anfangshéhe von hy = 10 mm durch zwei Walzen mit
einem Radius von R = 40 mm gewalzt. Dabei wird der Einfluss der Dickenreduzierun-
gen von r = 10,20, 30 % auf die Kontaktspannungsverteilung untersucht. Abbildung 7.30
zeigt das Strukturmodell zur Simulation des Stabwalzens unter Ausnutzung der Symme-

triebedingungen mit den verwendeten Materialparametern.

Walzgut: Interface:
E = 7,110% N/mm? u=203
v=0,3 Geometrie:
< Rollrichtung OQV = 145 N/mm? | /hh=06
Er = 4 700 N/mm2 / /R = 0,75
Ja t/ho=0,2
‘— X R
y
0,5h,
- | >

Abb. 7.37: Strukturmodell und Materialparameter fir die Stabwalzsimulation

Die Diskretisierung des Walzguts erfolgt mit 300 4-Knoten-Scheibenelementen, wobei ei-
ne Netzverfeinerung an der potentiellen Kontaktfliche vorgenommen wurde. Das Cou-
lomb’sche Reibungsgesetz in der Kontaktzone, ein ebener Spannungszustand fiir den Stab-
walzprozess sowie eine von-Mises-Fiebedingung mit isotroper Verfestigung idealisieren

das Materialverhalten.

7.4.4 Numerische Ergebnisse

Abbildung 7.38 zeigt die elasto-plastische Materialbeanspruchung wihrend des Walzvor-

gangs bei einer Dickenreduktion von r = 30 %
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Abb. 7.38: Typisches Bild der Plastizierung des Walzguts in der Walzsimulation. Hier nach
einer Starrkorperrotation der Walze von 17°, einer Dickenreduktion von r = 30 %
und einem Reibwert von p = 0,3

Mit abnehmender Dickenreduzierung »r = 30 — 10 % bleibt die Form des plastischen
Bereiches im Groflen und Ganzen erhalten, nur ihr Ausdehnungsbereich verkleinert sich.
Ein Vergleich mit Abbildung 7.35 zeigt, dass die plastische Materialbeanspruchung beim
Stabwalzen in der Voreilzone nicht an der Achsenstellung der Walze endet. Sie verlduft
von der Symmetrieachse zur Oberfliche des Walzguts nicht senkrecht, sondern schréig in
Walzrichtung. In Rollrichtung hingegen zieht sich die Plastizierung von der Nacheilzo-
ne nicht mehr so weit in das noch zu walzende Walzgut, wie dies beim Bandwalzen in

Abbildung 7.35 bei 6,1° in Erscheinung tritt.

Die iiber eine Lumped-Transformation berechneten Kontaktspannungsverteilungen sind
fiir unterschiedliche Dickenreduzierungen in Abbildung 7.39 fiir die Normal- und die Tan-
gentialkontaktkréfte dargestellt. In der Darstellung wurden die Kontaktspannungen auf
die AnfangsflieBspannung &, normiert und die Kontaktfliche bzgl. der Achsenstellung der

Walze ausgerichtet. Mit zunehmender Dickenreduzierung vergréflert sich wie zu erwarten
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Abb. 7.39: Verteilung der Kontaktspannungen bei einer Dickenreduktion von r = 10,20,30 %
mit Reibung p = 0,3
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die Rollkontaktfliche sowie die zur Dickenreduzierung erforderliche Rollenpressung p(z).
Sie zeigt infolge des inelastischen Materialverhaltens weder einen Peening-Effect, noch
einen Friction-Hill, wie dies bei Walzen von Stahlbdndern und Stdben beobachtet wird,
Mac Gregor/Palme [78]. Die Form der Verteilung entspricht tendenziell den Versuchser-
gebnissen von Mac Gregor/Palme, die beim Walzen quadratischer Aluminiumstibe nur
leicht erhohte Werte am Ein- und Austrittsbereich der Kontaktzone aus den Versuchsdaten
errechneten. Je grofler die Dickenreduzierung, desto ausgeprigter erscheint die Kontakt-
pressung in Form einer Rechteckverteilung. Auch hier sind die Spitzen an den Réndern
der Kontaktpressung bei r = 30% eine Folge der FE-Diskretisierung der Kontaktzone.
Sie sind das Ergebnis des numerischen Rechenverfahrens und zeigen die Unstetigkeit, mit
der sich die Kontaktfliche #ndert, an. Die Verteilung der Reibspannungen ¢(z) in Abbil-
dung 7.39 zeigt, dass bei zunehmender Dickenreduzierung der neutrale Punkt sich zum
Mittelpunkt der Kontaktfliche hin verlagert. Die Verteilung der Haft- und Gleitbereiche
ist in Abbildung 7.40 aufgezeichnet.
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Abb. 7.40: Verteilung der Haft- und Gleitzonen bei unterschiedlicher Dickenreduktion

Die Kontaktspannungen wurden auf den Wert von p, = 730 N/mm? bzw. p, = 814 N/mm?
normiert. Zur Kennzeichnung der Haft- und Gleitzonen wurde die Reibspannung auf die
p-fache maximale Rollpressung normiert. Wie die Ordinaten der Kontaktspannungen am
Anfangs- und Endknoten der Kontaktzone ist auch das Auftreten von Haft- und Gleit-
bereichen am Rand der Kontaktzone stark vom aktuellen Inkrementschritt abhéngig. In
Abbildung 7.40 liegt die Walzachse in einer Gleitzone der Voreilzone, an die sich ein
Haftbereich anschliefit. Der Gleitbereich davor beschreibt die Léange der Nacheilzone. Thre

Grofle wird durch die Dickenreduzierung und den aktuellen Inkrementschritt beeinflusst.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

In den vorangestellten Kapiteln wurde iiber die Darstellung tribologischer Erkenntnis-
se und einer kontinuumsmechanischen Betrachtung des Festkorperkontakts ein zweidi-
mensionaler Rollkontaktalgorithmus entwickelt. Mit der Implementierung in ein lehrstuh-
leigenes Finite-Elemente-Programm wurde die Analyse von unilateralen, reibbehafteten

stationiren Eindriick- und Rollkontaktproblemstellungen ermoglicht.

Grundlage der Formulierung einer N&herungslosung fiir den nichtlinearen Rollkontakt
zwischen einem starren zylindrischen Korper und einem elasto-plastisch deformierbaren
Kontinuum bildete dabei das Prinzip der virtuellen Arbeit. Aufgrund des dissipativen
Charakters von plastischer Deformation und Reibung wurde ein inkrementell-iteratives
Losungsverfahren iiber die Linearisierung der virtuellen Arbeit auf der Referenzkonfigu-
ration entwickelt. Dabei fiihrt die Linearisierung der virtuellen Arbeit der Kontaktkréifte
auf einen Interface-Materialtensor, der auf natiirliche Weise eine Algebraisierung der Kon-

taktbedingungen in Analogie des Penaltyverfahrens einschlief3t.

Die Kontaktkinematik des Eindringverbots wurde dabei nicht wie in zahlreichen ande-
ren Kontaktmodellen auf einer Normalenprojektion durchgefiihrt, sondern wurde an die
Bewegungsrichtungen des Starrkorpers gekoppelt. Auf der Basis des Penaltyverfahrens

wurde die Kontaktkinematik mit einem Node-to-Arc-Algorithmus umgesetzt.

Die Haft- und Gleitbedingungen in der Kontaktfliche wurden iiber ein Coulomb’sches
Gleitkriterium beschrieben. Diese einfache Form der Idealisierung trockener Festkorper-
reibung ldsst sich nur durch ein sehr rechenintensives Reibmodell numerisch umsetzten,
wobei sich der auf der makroskopischen Ebene ermittelte Reibbeiwert stets als Mittelwert
der mannigfaltigen tribophysikalischen und tribochemischen Einflussfaktoren darstellt.
Obwohl eine eindeutige Parametrisierung des Reibkontakts derzeit noch nicht moglich ist,
siehe Krim [67], ldsst sich der Reibbeiwert mit verschiedenen mikro- und makroskopischen

Kenngroflen der Kontaktoberflichen identifizieren und berechnen. Die Beriicksichtigung
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eines von der Kontaktpressung abhéngigen Reibwerts im Rollkontaktalgorithmus fiihrte

zu einem nicht konvergierenden Iterationsverfahren.

Der iterative Rollkontaktalgorithmus, der zur Erfiillung der unilateralen Kontaktbedin-
gungen entwickelt wurde, basiert auf der Active-Set-Strategie. Der Algorithmus wurde fiir
lineare und quadratische Elementranddiskretisierungen programmiert und getestet. Die
Verwendung strukturabhéngiger Penaltyfaktoren ( Wriggers/Nour-Omid [118]) der in der
globalen Systemsteifigkeitsmatrix zur Erfiillung geometrischen Kontaktbedingungen re-
sultierte in einem nicht konvergierenden Iterationsverfahren. Konvergenz konnte nur mit
konstanten Penaltyfaktoren erzielt werden. Auf der Suche nach einem globalen Gleichge-
wichtszustand erwies sich eine nichtlineare Inkrementierung der Kontaktknotenkréfte an

Gleit- bzw. Zugkontaktknoten als sehr vorteilhaft.

Gute Erfolge wurden des Weiteren mit einer Beschréinkung der Anzahl von zu l6senden
und von neu hinzuzufiigenden Kontaktknoten wéahrend der Kontaktiterationen erzielt.
Auf der Suche nach der Kontaktfliche wurden Zugkontaktknoten immer nur einzeln aus
dem Aktive Set entfernt bzw. maximal drei neue Penetrationsknoten in das jeweilige Ak-
tive Set aufgenommen. Eine Restriktion bzgl. der Anzahl aktiver Gleitkontaktknoten war
zum Erreichen der Konvergenz nicht erforderlich. Entscheidenden Einfluss auf das Konver-
genzverhalten hatten auch die Toleranzschranken der geometrischen und physikalischen
Kontaktbedingungen. Sehr kleine Toleranzschranken resultierten in einem oszillierenden
Arbeitsbereich fiir das Aktive Set. Waren die Toleranzschranken iiber eine numerische
Kontaktberechnung einmal kalibriert, konnten sie fiir alle weiteren numerischen Studien

ohne Neuanpasssung verwendet werden.

Die Berechnung der Kontaktspannungsverteilung aus den Kontaktknotenkriften erfolgte
mit Hilfe einer Kontaktflichenmatrix. Zur Berechnung der Kontaktflichenmatrix wurde
die Diagonalisierungstechnik verwendet, da diese im Fall linearer Elementranddiskretisie-
rung immer physikalisch sinnvolle Ergebnisse lieferte und hinsichtlich des Rechenaufwands
sehr effektiv arbeitete. Bei quadratischer Kontaktranddiskretisierung lieferte die Methode
der Kontaktflichentransformation, unabhéngig vom Integrationsverfahren, physikalisch
unsinnige Kontaktspannungsverteilungen, wenn nicht zusétzlich ein Gléattungsalgorith-

mus verwendet wird.

Die Qualitit der Kontaktspannungsverteilung steigt bei diesem Berechnungsverfahren

mit zunehmender Knotendichte am Kontaktrand. Die damit verbundene hohere Netz-
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dichte steigert dabei aber den Rechenaufwand in zunehmend unwirtschaftliche Hohen,
wie der bereits bei eher grober Netzdichte benétigte Rechenaufwand der Simulation des
reibbehafteten Stabwalzens zeigt. Fiir die Berechnung einer Rotationsbewegung von 0, 1°
wurden im Durchschnitt 22 CPU-Minuten auf einer HP9000 K460EG mit einer PA8000
CPU bendtigt.

Fiir eine Weiterfiihrung der Studien ist eine Modellierung der Rolle als deformierbarer
Korper sinnvoll, da Verformungen der Kontaktoberflichen auf die Kontaktspannungs-
verteilung im Allgemeinen nicht zu vernachléssigen ist. Aus experimentellen Studien ist
bekannt, dass Glattung und Ebenmachen der Rollenoberfliche zu geometrischen Rollen-

imperfektionen fiihren, die eine Zunahme in den Kontaktpressungen verursachen kénnen.

Trotz der experimentellen Studien zur Normalen-Anndherung und zur Anfangsverschie-
bung bei Festkorperkontakten fehlen bis heute Aussagen iiber die Ubertragbarkeit der
auf Mikroebene entwickelten Beziehungen und Kenngréfien auf kontinuumsmechanische
Modelle trockener Reibkontakte. Hier sollten lokale Kontaktstudien mit dem Ziel durch-
gefithrt werden, Reibgesetze zu entwickeln, die aus den tribologischen Erkenntnissen im

Mikrobereich zu praktikablen Kontaktgesetzen im Makrobereich fiihren.

Sinnvoll erscheint auch die Entwicklung von globalen und lokalen Fehlerindikatoren fiir
Kontaktprobleme, die Fehler in der Erfiillung der Kontaktbedingungen beurteilen und
dariiber den Einsatz adaptiver Finite-Elemente-Verfahren ermdoglichen, siehe Wriggers
[117]. Die Entwicklung effizienter Losungsalgorithmen auf der Basis einer h-, p- oder hp-
Version stellt weitere Anforderungen an den Kontaktalgorithmus. So sind bei Anwendung
der h-Version nach einem Iterationsschritt geometrische und dynamische Kontaktzustinde
der letzten Gleichgewichtskonfiguration auf die neue Randdiskretisierung zu iiberfiihren.
Mit dem Ansatz einer hp-Gebietszerlegung wird sich die Qualitét der Berechnungsergeb-
nisse verbessern lassen. Im Besonderen sollte der Netzgenerator bei Anwendung einer p-
bzw. ph-Adaptivitat die direkten Kontaktflichenelemente explizit ausschlieen, da lineare
Ansatzfunktionen die geometrischen und physikalischen Kontaktbedingungen ausreichend
gut erfassen. Soll die p-Version auch auf die Diskretisierung der potentiellen Kontakt-
fliche Anwendung finden, kann dies zu physikalisch unbrauchbaren Ergebnissen fiihren
ohne einen zusitzlichen Glattungsalgorithmus fiir die Kontaktspannungsberechnung in

den Berechnungsalgorithmus zu integrieren.
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